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Κεφάλαιο 1

Μετρήσεις και σφάλµατα

Knowledge rests not upon truth alone, but upon error also.

Carl Jung (1875  1961)

1.1 Εισαγωγή

1.1.1 Τι είναι µέτρηση ;

Το ερώτηµα είναι µάλλον κοινότοπο. Από πολύ νωρίς στο σχολείο έχει δοθεί ο

παρακάτω ορισµός για τη µέτρηση:

Μέτρηση είναι η σύγκριση ενός µεγέθους µε τη µονάδα µέτρησης.

Ο ορισµός αυτός περιέχει τρία ϐασικά στοιχεία : (α) µέγεθος, (ϐ) σύγκριση και

(γ) µονάδα µέτρησης. Προκειµένου λοιπόν να καταλάβουµε την έννοια της

µέτρησης, ϑα πρέπει κατ΄ αρχήν να αντιληφθούµε τα επιµέρους στοιχεία της.

Μέγεθος ή ϕυσικό µέγεθος είναι κάθε ποσότητα (ή ιδιότητα) που µπορεί να

µετρηθεί. Π.χ. η ηλικία, το ϐάρος, το ύψος ενός ανθρώπου, η ταχύτητα

µιας χηµικής αντίδρασης, η ενέργεια κ.τ.λ.

Μονάδα µέτρησης είναι µια ποσότητα ενός ϕυσικού µεγέθους η οποία αυ-

ϑαίρετα ορίζεται ως ῾῾1᾿᾿ (µονάδα). Κάθε άλλη ποσότητα του µεγέθους

αυτού ϑα υπολογίζεται σε σχέση µε αυτή την ποσότητα, (δηλαδή τη µο-

νάδα που αυθαίρετα ορίσαµε). Εποµένως αν µια ποσότητα ενός µεγέθους

είναι 2.5 ϕορές µεγαλύτερη από την ποσότητα που ορίσαµε ως µονάδα,

τότε ϑα λέµε ότι η ποσότητα αυτή είναι 2.5 τέτοιες µονάδες. Αυτό ακριβώς

υποδηλώνει η λέξη σύγκριση, που υπάρχει στον ορισµό. Με άλλα λόγια

σύγκριση του µεγέθους µε τη µονάδα µέτρησης σηµαίνει, να ϐρούµε ένα α-

ϱιθµό ο οποίος να αντιπροσωπεύει τον αριθµό µονάδων του µετρούµενου

µεγέθους. ΄Οταν δηλαδή λέµε ότι µετρήσαµε µε ένα χάρακα µια ευθεία

3
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απόσταση και τη ϐρήκαµε να είναι 18.4cm, αυτό σηµαίνει ότι ο αριθµός

που µας λέει πόσες ϕορές µεγαλύτερο είναι το µήκος που µετράµε, σε

σχέση µε το µήκος που ορίσαµε ως µονάδα (στην προκειµένη περίπτωση

το εκατοστό του µέτρου cm), είναι το 18.4.

Στην ουσία δηλαδή, όταν µιλάµε για µέτρηση εννοούµε ένα αριθµό και µια

µονάδα µέτρησης 1. ΄Ενας αριθµός, που δε συνοδεύεται από την ανάλογη

µονάδα µέτρησης, δεν αποτελεί µέτρηση κάποιου µεγέθους, γιατί πολύ

απλά δεν προσδιορίζει από µόνος του µε ποιά ποσότητα (µονάδα) συγ-

κρίνεται. Αν π.χ. πούµε ότι ῾῾η ηλικία του τάδε ανθρώπου είναι 3600᾿᾿, η

δήλωση αυτή από µόνη της δε λέει τίποτα. Τι είναι αυτά τα 3600; Είναι µήνες ;

Είναι χρόνια ; Είναι κάτι άλλο ; Αν δεν πούµε τι είναι αυτά τα 3600, δεν έχουµε

πει τίποτα. Αν όµως πούµε ῾῾η ηλικία του τάδε ανθρώπου είναι 3600 µέρες᾿᾿ τότε

αµέσως έχουµε µια σαφή εικόνα της ηλικίας του. Βεβαίως το να µετράµε την

ηλικία σε ηµέρες δεν µας είναι και τόσο οικείο. ΄Οµως είναι πολύ εύκολο να

ανάγουµε αυτή την ηλικία σε πιο οικείες µονάδες όπως τα έτη, διαιρώντας εν

προκειµένω την ηλικία σε µέρες, µε 365 µέρες που αντιστοιχούν στο ένα έτος.

Μπορούµε έτσι να ϐρούµε ότι η ηλικία αυτού του ανθρώπου είναι 9, 863 έτη ή

9 έτη και 315 µέρες.

Η επιλογή των µονάδων που ϑα χρησιµοποιήσουµε είναι δική µας

υπόθεση. Μπορούµε ακόµα και να ορίσουµε δικές µας µονάδες µέτρησης.

Ωστόσο αν και οι άλλοι δε γνωρίζουν ποιά ποσότητα του µεγέθους αντιπροσω-

πεύουν οι δικές µας µονάδες, τότε δε ϑα µπορέσουµε να συνεννοηθούµε µαζί

τους και δε ϑα µπορούµε να τις χρησιµοποιήσουµε για να κάνουµε τη δουλειά

µας. Φανταστείτε για παράδειγµα κάποιος να ορίσει ως µονάδα ϐάρους το σω-

µατικό του ϐάρος, την οποία ας πούµε να την ονοµάσει ῾῾ιδανικό χιλιόγραµµο᾿᾿

(ideal − kgr). Στη συνέχεια να πάει στον µπακάλη της γειτονιάς και να του

Ϲητήσει να του δώσει 0.2ideal− kgr πατάτες. Προφανώς ο µπακάλης δε ϑα κα-

ταλάβει τι είναι αυτό που του Ϲητάει. Ακόµα όµως κι αν του δώσει να καταλάβει

ποιά ποσότητα αντιπροσωπεύει το ideal−kgr, ϑα πρέπει ο µπακάλης να κάνει

την αναγωγή σε µονάδες κοινών kgr (αφού αυτός αυτές χρησιµοποιεί), προ-

κειµένου να µπορέσει να εξυπηρετήσει τον πελάτη του. Είναι καλό λοιπόν να

χρησιµοποιούµε µονάδες που ϐρίσκονται σε συνήθη χρήση, ώστε να κάνουµε

απλούστερη τη Ϲωή µας και κατά συνέπεια ο ορισµός νέων µονάδων µέτρηση,

χωρίς να υπάρχει κάποιος ιδιαίτερος λόγος για τον ορισµό τους, είναι µάλλον

άσκοπος. Πάντως κανείς δε µας απαγορεύει να έχουµε τις δικές µας µονάδες

µέτρησης για προσωπική χρήση.

Σε κάθε περίπτωση όµως οι µονάδες µέτρησης πρέπει να ορίζονται µε

σαφή και µονοσήµαντο τρόπο, έτσι ώστε όλοι να έχουµε την ίδια αντίληψη

για την ποσότητα του µεγέθους που αντιπροσωπεύουν και να µην αλλάζει η

1ϑα δούµε παρακάτω ότι η µέτρηση δεν είναι ένας µόνο αριθµός και µια µονάδα µέτρησης,

αλλά δύο αριθµοί (τιµή + σφάλµα) και µια µονάδα µέτρησης. Προς στιγµήν όµως ας το

δεχτούµε έτσι
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τιµή της από µέτρηση σε µέτρηση. Με αυτή την έννοια η µονάδα ideal − kgr
του παραπάνω παραδείγµατος, κάθε άλλο παρά ῾῾ιδανική᾿᾿ (ideal) ϑα µπορούσε

να χαρακτηριστεί, µιας και το ϐάρος του σώµατός µας µεταβάλλεται συνεχώς.

Αν εποµένως χρησιµοποιήσουµε αυτή τη µονάδα για να µετρήσουµε το ϐάρος

ενός αντικειµένου, αυτό µπορεί να διαφέρει από µέτρηση σε µέτρηση, ακριβώς

επειδή η ίδια η µονάδα µέτρησης µπορεί να έχει αλλάξει από τη µια µέτρηση

στην άλλη. Η µονάδα µέτρησης δηλαδή ϑα πρέπει να µην επηρεάζεται από

παράγοντες που ενδέχεται να επηρεάζουν τη µέτρηση.

1.1.2 Πώς µετράµε ;

΄Οπως είπαµε µέτρηση είναι η σύγκριση ενός µεγέθους µε µια µονάδα µέτρη-

σης. Αν λοιπόν αποφασίσουµε ποιά ϑα είναι η µονάδα µέτρησης, το ερώτηµα

που τίθεται είναι πώς ϑα γίνει αυτή η σύγκριση. Με άλλα λόγια το ερώτηµα

είναι, πώς ϑα ϐρούµε τον αριθµό εκείνο που ϑα µας λέει πόσες ϕορές

µεγαλύτερο ή µικρότερο είναι το µετρούµενο µέγεθος σε σχέση µε τη

µονάδα που έχουµε επιλέξει ; Ο µοναδικός τρόπος που έχει επινοήσει ο

άνθρωπος για να προσδιορίσει αυτό τον αριθµό είναι να χρησιµοποιήσει τα

όργανα µέτρησης. Τα όργανα µέτρησης είναι συσκευές µε τις οποίες µε

κατάλληλο τρόπο µπορούµε να κάνουµε αυτή τη σύγκριση (µέτρηση) και να

πάρουµε αυτό τον αριθµό. Συνήθως διαθέτουν µια κλίµακα συγκεκριµένων

ενδείξεων, κάποια εκ των οποίων (ενδείξεων) αντιστοιχεί στην τιµή του µετρού-

µενου µεγέθους. Π.χ. στη γνωστή µέτρηση µήκους µε το χάρακα, η κλίµακα

αυτή απεικονίζεται πάνω στο χάρακα µε ισαπέχουσες γραµµές. ∆ιαδοχικές

τέτοιες γραµµές του χάρακα απέχουν µεταξύ τους 1mm.

Ο τρόπος µε τον οποίο µετράµε µε το χάρακα είναι γνωστός και ϑα ήταν

περιττό να τον αναφέρουµε εδώ. Γενικά όµως ο τρόπος µε τον οποίο γίνεται µια

µέτρηση, διαφέρει από µέγεθος σε µέγεθος. Για παράδειγµα για τη µέτρηση

µιας ϑερµοκρασίας ενός σώµατος ϑα πρέπει να ϕέρουµε το ϑερµόµετρο σε

επαφή µε το σώµα αυτό. Για τη µέτρηση του ϐάρους ενός σώµατος πρέπει

να τοποθετήσουµε το σώµα πάνω στη Ϲυγαριά. Επίσης µπορεί µια µέτρηση να

διαφέρει και από περίπτωση σε περίπτωση για το ίδιο µέγεθος. Για παράδειγµα

την πίεση ενός υδρευτικού δικτύου την µετράµε συνδέοντας πάνω στο δίκτυο

ένα µανόµετρο. Αντιθέτως την πίεση του ανθρώπου τη µετράµε µε τα ιατρικά

µανόµετρα, τα οποία τοποθετούµε εξωτερικά γύρω από το ανθρώπινο χέρι,

χωρίς να χρειάζεται να κάνουµε κάποια τοµή σε ϕλέβα ή αρτηρία, όπως ϑα

κάναµε κατ΄ αντιστοιχία, αν είχαµε ένα δίκτυο ύδρευσης.

Τα όργανα µέτρησης συνήθως δε µετράνε απ΄ ευθείας 2 το υπό εξέ-

ταση µέγεθος, αλλά εκµεταλλευόµενα κάποιες ϕυσικές ιδιότητες των

στοιχείων του οργάνου, ανάγουν τη µέτρηση του µεγέθους σε µήκος ή

2δηλαδή συγκρίνοντας µε µια µονάδα µέτρησης, όπως γίνεται π.χ. µε το χάρακα
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σε γωνία 3. Π.χ. ένα υδραργυρικό ϑερµόµετρο εκµεταλλεύεται τη διαστολή

και τη συστολή του υδραργύρου για να µετρήσει τη ϑερµοκρασία. ΄Οταν η

ϑερµοκρασία αυξάνεται (µειώνεται), ο υδράργυρος διαστέλλεται (συστέλλεται),

ακολουθώντας το νόµο της γραµµικής διαστολής (συστολής)

δl = al0δθ (1.1)

όπου δl = l−l0 η µεταβολή (διαστολή ή συστολή) του µήκους της στήλης του υ-

δραργύρου µέσα στο ϑερµόµετρο που προκαλείται από τη µεταβολή δθ = θ−θ0

της ϑερµοκρασίας , a ο συντελεστής γραµµικής διαστολής που µπορεί να ϑεω-

ϱηθεί σταθερή ποσότητα και l0 το αρχικό µήκος της στήλης του υδραργύρου.

Από την παραπάνω σχέση ϐλέπει κανείς ότι µια τιµή της ϑερµοκρασίας θ ϑα

αντιστοιχεί σε ένα συγκεκριµένο µήκος l της στήλης του υδραργύρου. Θα

µπορούσαµε λοιπόν να µετράµε το µήκος l του της στήλης του υδραργύρου

µέσα στο σωλήνα του ϑερµοµέτρου και στη συνέχεια, (χρησιµοποιώντας τον

παραπάνω τύπο), να ϐλέπαµε σε ποιά ϑερµοκρασία θ αντιστοιχεί. Αυτό όµως

ϑα απαιτούσε να κάνουµε κάποιες µαθηµατικές πράξεις ενώ ϑα υπήρχε και η

πιθανότητα να κάνουµε και λάθη κατά τον υπολογισµό. Από την άλλη ϕαντα-

στείτε πόσο δύσκολο ϑα ήταν αυτό για ένα άνθρωπο που δεν ξέρει να εκτελεί

µαθηµατικές πράξεις µε τη δική µας ευκολία. Προκειµένου λοιπόν να κάνου-

µε πιο εύκολη τη Ϲωή µας, είναι προτιµότερο, αντί να µετράµε µήκος πάνω στο

ϑερµόµετρο και µετά να χρησιµοποιούµε τον παραπάνω τύπο για να ϐρούµε

τη ϑερµοκρασία, να µετράµε κατευθείαν τη ϑερµοκρασία χρησιµοποιώντας µια

ϑερµοκρασιακή κλίµακα, την οποία ϑα είχαµε προσαρµόσει πάνω στο ϑερµό-

µετρο. Η ϑερµοκρασιακή αυτή κλίµακα ϑα έκανε απ΄ ευθείας την αναγωγή του

µήκους l σε ϑερµοκρασία θ, πάλι µε τη χρήση του παραπάνω τύπου 4. Απλώς

αυτό ϑα είχε γίνει εκ των προτέρων µια και καλή. Αυτό ακριβώς γίνεται µε όλα

σχεδόν τα όργανα µέτρησης.

΄Ενα άλλο απλό παράδειγµα είναι το δυναµόµετρο. Το δυναµόµετρο µετράει

το ϐάρος ενός σώµατος, δηλαδή τη δύναµη µε την οποία η γη έλκει το σώµα

αυτό. Επειδή σύµφωνα µε το νόµο του Νεύτωνα το ϐάρος B ενός σώµατος

είναι ίσο µε την επιτάχυνση της ϐαρύτητας g επί τη µάζα m του σώµατος,

(B = mg) και επειδή η επιτάχυνση της ϐαρύτητας είναι σχεδόν σταθερή σε

ένα τόπο, έχουµε συνηθίσει το ϐάρος να το µετράµε σε kgr, ενώ το kgr δεν

είναι µονάδα ϐάρους, αλλά µάζας. Το δυναµόµετρο δεν είναι τίποτα άλλο

από ένα ελατήριο µε ένα γάντζο στο ένα άκρο και µια κλίµακα µέτρησης του

ϐάρους. Με τη χρήση του δυναµόµετρου, εκείνο το οποίο κάνουµε, είναι ότι

ανάγουµε την επιµήκυνσή του σε ϐάρος, χρησιµοποιώντας το νόµο του Hook

για µικρές επιµηκύνσεις, σύµφωνα µε τον οποίο η επιµήκυνση x που παθαίνει

3η αναγωγή µιας µέτρησης σε γωνία είναι ισοδύναµη σε αναγωγή της µέτρησης σε µήκος

κυκλικού τόξου. Κατά συνέπεια η αναφορά µας στην αναγωγή της µέτρησης σε γωνία ϑα

µπορούσε να µην περιληφθεί.
4αν το καλοσκεφτείτε, πάλι µήκος ϑα µετράµε, αλλά σε άλλες µονάδες
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ένα ελατήριο εξ αιτίας µιας δύναµης F (εν προκειµένω του ϐάρους B) που του

ασκείται, είναι ανάλογη της δύναµης αυτής.

F = kx (1.2)

όπου k µια σταθερά, η λεγόµενη σταθερά του ελατηρίου. Αν δηλαδή π.χ. για

κάθε kgr ϐάρους που ϑα κρεµάµε στο δυναµόµετρο, το ελατήριο επιµηκύνεται

κατά 1cm, τότε αν τοποθετήσουµε ένα κοινό χάρακα πάνω στο δυναµόµετρο

ώστε να µας δείχνει την επιµήκυνση του ελατηρίου του, η ένδειξη του χάρακα

σε cm ϑα είναι ίση µε το ϐάρος του σώµατος σε kgr.

Υπάρχουν ωστόσο και όργανα µέτρησης τα οποία δεν ανάγουν τη µέτρηση

σε µήκος ή γωνία, αλλά σε ηλεκτρικό σήµα. Αυτά είναι τα ψηφιακά όργανα,

τα οποία, αφού µετατρέπουν την µέτρηση σε ηλεκτρικό σήµα, εν συνεχεία µε

κατάλληλες ηλεκτρονικές διατάξεις µετατρέπουν το ηλεκτρικό σήµα σε ανα-

γνώσιµους αριθµούς που εµφανίζονται σε µια οθόνη.

Τέλος υπάρχουν και µέθοδοι µέτρησης που δεν εµπίπτουν στις παραπάνω

κατηγορίες, όπως π.χ. η µέτρηση του pH µε τη χρήση αλλαγής χρώµατος

συγκεκριµένων δεικτών. Επί της ουσίας όµως τίποτα δεν αλλάζει. ΄Ολα τα

όργανα µέτρησης, µε τον ένα ή µε τον άλλο τρόπο, χρησιµοποιούν µια κλίµα-

κα συγκεκριµένων ενδείξεων, µέσω της οποίας µετράµε ένα µέγεθος. Σε κάθε

περίπτωση (και αυτό αποτελεί το ϐασικό συµπέρασµα αυτής της παραγράφου)

η µέτρηση ενός µεγέθους µέσω των οργάνων µέτρησης γίνεται προσ-

διορίζοντας ένα εκ των αριθµών της κλίµακας ενδείξεων του οργάνου,

ο οποίος συνοδεύεται από τις µονάδες µέτρησης, στις οποίες µετράει

το όργανο. Το ερώτηµα που τίθεται όµως είναι το εξής : αν ένα µέγεθος έχει

µια τιµή διαφορετική από αυτές που εµφανίζονται στην κλίµακα του οργάνου

µέτρησης, πώς ϑα µετρηθεί αυτή η συγκεκριµένη τιµή του µεγέθους µε το

συγκεκριµένο όργανο µέτρησης ; Με λίγα λόγια ...

1.1.3 ... µετράνε τα όργανα την πραγµατική τιµή του µεγέ-

ϑους ;

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα µολύβι, του οποίου ϑέλουµε να µετρήσουµε

το µήκος του. Τι πρέπει να κάνουµε ; Το απλούστερο που ϑα σκεφτόµασταν,

είναι να πάρουµε ένα χάρακα και να το µετρήσουµε. Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι

παίρνουµε ένα χάρακα και µετράµε το µήκος του µολυβιού. Πώς το κάνουµε

αυτό ; Μα µε το γνωστό τρόπο που γνωρίζουµε. Τοποθετούµε τη µια άκρη

του µολυβιού ακριβώς 5 πάνω στη γραµµή της ένδειξης µηδέν του χάρακα,

ενώ η άλλη άκρη του µολυβιού πέφτει ακριβώς στη γραµµή του χάρακα που

αντιστοιχεί στην ένδειξη π.χ. 15.5cm. Προφανώς λοιπόν ϑα λέγαµε ότι το

5από αυτά που αναφέρονται σ΄ αυτή την παράγραφο, ϑα καταλάβετε ότι η λέξη ῾῾ακριβώς᾿᾿

χρησιµοποιείται εδώ καταχρηστικά. Ας τη δεχτούµε όµως προς στιγµήν για ευκολία και οικο-

νοµία της συζήτησης
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Χαρακας

Αποσταση διαδοχικων γραµµων 

15.500 cm 15.501cm

Παχος Γραµµης

Μολυβι

(1 mm)

(0.001 cm)

Γραµµη Χαρακα

Σχήµα 1.1: Μήκη µε τιµές από 15.500 µέχρι 15.501cm, που πέφτουν πάνω στη γραµ-

µή του χάρακα, δεν µπορούν να αναγνωσθούν. Για όλες τις περιπτώσεις αυτές η

µέτρηση µε το χάρακα είναι 15.5cm.

µήκος του µολυβιού είναι 15.5cm. Το ερώτηµα που τίθεται είναι το εξής : είναι

πράγµατι τόσο το µήκος του µολυβιού, όσο το µετρήσαµε µε το χάρακα ;

Στο ερώτηµα αυτό το Ϲητούµενο δεν είναι αν έχει γίνει κανένα λάθος στη δια-

δικασία µέτρησης µε το χάρακα, ή αν το µήκος του µολυβιού είναι π.χ. 15.6cm
ή 15.7cm, πράγµα που ϑα προϋπέθετε την ύπαρξη δικού µας λάθους στη µέ-

τρηση. Το ερώτηµα είναι αν το µήκος του µολυβιού είναι ακριβώς 15.5cm,

τόσο δηλαδή όσο σωστά µας έδειξε ο χάρακας. Χωρίς πολύ σκέψη η απάν-

τηση ϑα µπορούσε να είναι καταφατική. ΄Οµως ποιός µας εξασφαλίζει ότι

το µολύβι δεν έχει µήκος π.χ. 15.500001cm;;; Εδώ τα πράγµατα αρχίζουν

να δυσκολεύουν και η πιθανή προηγούµενη καταφατική απάντηση αρχίζει να

κλονίζεται. ΄Οντως κανείς δε µας εξασφαλίζει κάτι τέτοιο και αυτό πρέπει να

το παραδεχτούµε. Μια πρώτη σκέψη που ϑα µπορούσαµε να κάνουµε, εί-

ναι ότι δεν µπορούµε να ξέρουµε αν το µήκος του µολυβιού είναι ή δεν είναι

15.500001cm, επειδή το όργανο (χάρακας) µε το οποίο το µετρήσαµε δε µας

επιτρέπει να κάνουµε τέτοιες ακριβείς µετρήσεις. Η διαφορά της ένδειξης του

χάρακα (15.5cm) από την τιµή 15.500001cm είναι πολύ µικρή και δεν µπορεί

να µετρηθεί µε το χάρακα. Εξ άλλου µια τέτοια διαφορά δε διακρίνεται µε το

µάτι. Ακόµα όµως κι αν µπορούσαµε να τη διακρίνουµε, αν υποθέσουµε ότι

το πλάτος των γραµµών της κλίµακας του χάρακα είναι το ένα εκατοστό του

χιλιοστού (0.01mm) 6, τότε οι µετρήσεις µε πραγµατικές τιµές από 15.500cm
µέχρι 15.501cm ϑα έπεφταν µέσα στο πλάτος της γραµµούλας της κλίµακας

6είναι σαφώς µεγαλύτερο
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του χάρακα και δε ϑα µπορούσαµε να τις ξεχωρίσουµε (ϐλέπε σχήµα 1.1).

Θα µπορούσε λοιπόν να πει κανείς ότι όντως ϕταίει ο χάρακας που δε µας

επιτρέπει µια ακριβέστερη µέτρηση κι έτσι δεν µπορούµε να απαντήσουµε στο

παραπάνω ερώτηµα. Αν όµως χρησιµοποιούσαµε ένα όργανο µε µεγαλύτερη

ακρίβεια τότε σαφώς ϑα µπορούσαµε να απαντήσουµε στο παραπάνω ερώτηµα.

Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι υπάρχει ένα τέτοιο όργανο µέτρησης και ότι µετρών-

τας µ΄ αυτό το µήκος του µολυβιού, το ϐρίσκουµε να είναι 15.500232cm. Θα

µπορούσε λοιπόν κανείς να πει ότι αν χρησιµοποιήσουµε ένα όργανο µε µεγα-

λύτερη ακρίβεια, µπορούµε να γνωρίζουµε την πραγµατική τιµή του µήκους

του µολυβιού. Είναι όµως έτσι τα πράγµατα ; ∆υστυχώς ή ευτυχώς, καλώς ή κα-

κώς τα πράγµατα δεν είναι έτσι, γιατί ακόµα κι αν µπορέσαµε να ϐρούµε το

µήκος του µολυβιού µε µεγαλύτερη ακρίβεια (αυτό κάναµε στην ουσία),

δεν καταφέραµε να πούµε µε ϐεβαιότητα ότι αυτή είναι η πραγµατική τι-

µή του µήκους του µολυβιού. Ποιός δηλαδή µπορεί να µας εξασφαλίσει

ότι το µήκος του µολυβιού δεν είναι 15.50023200000000000001cm;

Θα µπορούσε ϐεβαίως κάποιος να προτείνει να χρησιµοποιήσουµε ένα όρ-

γανο µέτρησης µε ακόµα µεγαλύτερη ακρίβεια, για να το διαπιστώσουµε. ΄Ο-

µως ακόµα κι αν το κάναµε αυτό, πάντα ϑα µπορούσε ο οποιοσδήποτε από

µας να προσθέσει ακόµα µερικά µηδενικά και ένα ῾῾1᾿᾿ στο τέλος (όπως ακριβώς

κάναµε και προηγουµένως) και να ϑέσει τα ίδια ερωτήµατα. Αυτό µπορεί να

γίνεται επ΄ άπειρο µε τους αριθµούς. Τα όργανα µέτρησης όµως δεν µπορούν

να ακολουθήσουν αυτό τον ανταγωνισµό, γιατί (µην ξεχνάτε) έχουν µια κλί-

µακα µε συγκεκριµένες ενδείξεις και µόνο αυτές τις συγκεκριµένες ενδείξεις

µπορούν να µας προσφέρουν ως µετρήσεις. Εποµένως

το µοναδικό πράγµα που µπορούµε να πετύχουµε µε τη χρήση των

οργάνων µέτρησης, είναι να προσεγγίζουµε, όσο καλά µας επιτρέπει

το ίδιο το όργανο, την πραγµατική τιµή του µετρούµενου µεγέθους,

χωρίς ωστόσο να µπορούµε να πούµε ποτέ µε ϐεβαιότητα, ότι η τιµή

που µετρήσαµε είναι η πραγµατική τιµή του υπό µέτρηση µεγέθους.

Το αποτέλεσµα λοιπόν της προσπάθειάς µας να ϐρούµε την πραγµατική

τιµή ενός µεγέθους είναι µάλλον απογοητευτικό. Το συµπέρασµα στο οποίο

καταλήγουµε είναι ότι την πραγµατική τιµή ενός µεγέθους δε ϑα τη µά-

ϑουµε ποτέ, γιατί δεν µπορούµε να µετρήσουµε µε απόλυτη (άπειρη)

ακρίβεια. Απόλυτα ακριβής µέτρηση δεν υπάρχει. Τα όργανα µέτρησης
7, µπορούν να µας δώσουν µόνο µια προσέγγιση της πραγµατικής τιµής

του µεγέθους που µετράµε, µε ακρίβεια τόση, όση αυτά µας επιτρέπουν.

΄Οµως είναι λίγο αυτό ;

Αν αναρωτηθούµε γιατί χρειάζεται να ξέρουµε την πραγµατική τιµή ενός

µεγέθους και αν µπορούµε πάντα να γνωρίζουµε τους αριθµούς µε άπειρη α-

κρίβεια, τότε ίσως αντιληφθούµε ότι υπάρχει µια πληθώρα αριθµών, που ως

7µόνο µε αυτά µπορούµε να κάνουµε µετρήσεις
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῾῾χειροπιαστούς αριθµούς᾿᾿ τους γνωρίζουµε µόνο κατά προσέγγιση. Τέτοια α-

πλά παραδείγµατα είναι όλοι οι άρρητοι αριθµοί π.χ. οι
√

2,
√

3,
√

5, ο αριθµός

π (λόγος περιφέρειας προς διάµετρο κύκλου), κ.τ.λ. ΄Ολους αυτούς τους αριθ-

µούς, αν προσπαθήσουµε να τους γράψουµε µε δεκαδική µορφή ϑα εµφανιστεί

µια άπειρη σειρά ψηφίων, τα οποία προφανώς δεν είµαστε σε ϑέση να τα γνω-

ϱίζουµε, επειδή ακριβώς είναι άπειρα, ενώ εµείς πεπερασµένοι. Ωστόσο δεν

επιδιώκουµε και να τα γνωρίζουµε, γιατί αν γνωρίζουµε τα πρώτα δεκαδικά

τους ψηφία, µπορούµε µια χαρά να κάνουµε τη δουλειά µας. ΄Εχουµε ϐεβαί-

ως την ευελιξία να χρησιµοποιήσουµε περισσότερα ψηφία, αν περισσότερα µας

χρειάζονται για να κάνουµε τη δουλειά µας. Ωστόσο ποτέ δεν τα χρησιµοποιού-

µε όλα. Το Ϲητούµενό µας δηλαδή δεν είναι πάντα να γνωρίσουµε την ακριβή

(πραγµατική) τιµή ενός µεγέθους, πράγµα που µόνο ως ϕιλοσοφικό ερώτηµα

ϑα µπορούσε να τεθεί, αλλά να χρησιµοποιήσουµε τη µέτρηση για να κάνουµε

τη δουλειά µας. Αν εποµένως το Ϲητούµενο είναι να κάνουµε τη δουλειά µας

και όχι να γνωρίζουµε µια µέτρηση µε άπειρη ακρίβεια, τότε αντιλαµβανόµαστε

ότι και µια προσεγγιστική τιµή της ακριβούς (πραγµατικής) τιµής ενός

µετρούµενου µεγέθους µπορεί να µας είναι αρκετή, αν η ακρίβεια µε την

οποία µας δίνεται, µας επιτρέπει να κάνουµε σωστά τη δουλειά µας. Το

Ϲητούµενο εποµένως πρέπει να είναι πώς ϑα καθοριστεί η ακρίβεια µιας µέτρη-

σης και όχι αν η τιµή της µέτρησης είναι η ακριβής τιµή του µεγέθους. Αυτό

µπορεί να µεταφραστεί στην ερώτηση, πόσο κοντά πέφτει η πραγµατική τιµή

του µεγέθους στην τιµή που µετράµε µε το όργανο µέτρησης. Φυσικά η γνώση

της διαφοράς ανάµεσα στην πραγµατική τιµή του µεγέθους από την τιµή που

µετράµε µε το όργανο µέτρησης, ϑα µας επέτρεπε αυτοµάτως να γνωρίζουµε

την πραγµατική τιµή του µεγέθους. Εδώ όµως δε µιλάµε γι΄ αυτή τη διαφορά,

αλλά για ένα πάνω κι ένα κάτω όριο γύρω από την τιµή της µέτρησης, τα οποία

ϐρίσκονται όσο το δυνατό πιο κοντά στην τιµή της µέτρησης, µέσα στα οποία

µε ϐεβαιότητα µπορούµε να πούµε ότι ϐρίσκεται η πραγµατική τιµή του µε-

γέθους που µετράµε. Αυτό ευτυχώς µπορεί να µας το εξασφαλίσει το όργανο

µέτρησης και αυτό αποτελεί λόγο για να αποβάλουµε άµεσα την αρχική µας

απογοήτευση.

Στο παράδειγµα µε τη µέτρηση του µολυβιού είπαµε ότι το µήκος του µο-

λυβιού ήταν 15.5cm. Αυτή η τιµή µπορεί να µας είναι αρκετή κι ας ξέρουµε

ότι η τιµή αυτή, το πιθανότερο είναι, να µην είναι η πραγµατική τιµή του

µήκους του. Μπορούµε ωστόσο µε ϐεβαιότητα να πούµε, ότι το µήκος του

µολυβιού δεν µπορεί να είναι µικρότερο από 15.4cm, αλλά ούτε και µεγαλύ-

τερο από 15.6cm κι αυτό γιατί η ένδειξη 15.5cm, την οποία µετρήσαµε µε το

χάρακα, είναι ξεκάθαρα ανάµεσα στις δύο αυτές τιµές. Στην ουσία αυτή εί-

ναι η µόνη πληροφορία που µας δίνει ο χάρακας για τη µέτρηση του µήκους

του µολυβιού. Εκείνο δηλαδή που γνωρίζουµε, είναι ένα διάστηµα µέσα στο

οποίο είµαστε σίγουροι ότι περικλείεται η πραγµατική τιµή του µεγέ-

ϑους, του οποίου το εύρος προσδιορίζει την αβεβαιότητα µε την οποία η

τιµή που µετρήσαµε προσεγγίζει την πραγµατική τιµή του µετρούµενου
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µεγέθους.

Το µέτρο της αβεβαιότητας µε την οποία η τιµή της µέτρησης x προ-

σεγγίζει την πραγµατική τιµή X ενός µεγέθους λέγεται σφάλµα δx της

µέτρησης.

Αν εποµένως x είναι η τιµή που µετράµε µε ένα όργανο µέτρησης και δx
το σφάλµα της µέτρησης, τότε η πραγµατική τιµή X του µεγέθους ϐρίσκεται

ανάµεσα στο διάστηµα [x− δx, x + δx]. Αυτό περιγράφεται πιο συνοπτικά από

το συµβολισµό x ± δx. Στο παραπάνω παράδειγµα της µέτρησης του µήκους

του µολυβιού µε το χάρακα, ϑα µπορούσαµε να γράψουµε ότι το µήκος του

είναι 15.5 ± 0.1cm, εννοώντας ότι το µήκος του µολυβιού ϐρίσκεται ανάµεσα

στις τιµές 15.4 και 15.6cm.

Η απάντηση στο ερώτηµα αν µια µέτρηση ικανοποιεί τις ανάγκες µας, σχε-

τίζεται άµεσα µε το σφάλµα της µέτρησης αυτής. Για παράδειγµα αν ϑέλουµε

να µετρήσουµε το ϐάρος µας για να καθορίσουµε τη δίαιτά µας, µάς είναι υπε-

ϱαρκετό αν το σφάλµα της Ϲυγαριάς είναι της τάξης των 100gr. Με λίγα λόγια αν

πέσουµε 100gr πάνω ή κάτω δε ϑα πρέπει να µας ενδιαφέρει ιδιαίτερα, αφού

ένα ποτήρι νερό που πίνουµε µπορεί να έχει ϐάρος περισσότερο από 100gr.

Αντιθέτως µια δόση ενός ϕαρµάκου που παίρνουµε µπορεί να έχει τροµερές

επιπτώσεις στον οργανισµό µας αν το σφάλµα στη µέτρηση του ϐάρους του εί-

ναι µεγαλύτερο από µερικά εκατοστά του γραµµαρίου. Στην πρώτη περίπτωση

µέτρηση µε σφάλµα της τάξης του ενός εκατοστού του γραµµαρίου ϑα ήταν

περιττό και ανώφελο. Στη δεύτερη περίπτωση σφάλµα της τάξης των 100gr ϑα

ήταν καταστροφικό. Στην πρώτη περίπτωση η Ϲύγιση γίνεται µε Ϲυγαριές Ϲύγι-

σης του ανθρωπίνου σώµατος, όπως αυτές που συναντάµε στα ϕαρµακεία, στη

δεύτερη περίπτωση η Ϲύγιση γίνεται µε Ϲυγαριές ακριβείας, όπως αυτές που

συναντάµε σε εργαστήρια. Αναλόγως λοιπόν µε το ποιά ποσότητα ενός µεγέ-

ϑους ϑέλουµε να µετρήσουµε, επιλέγουµε και το αντίστοιχο όργανο µέτρησης,

που ϑα µας εξασφαλίσει το επιθυµητά ανεκτό σφάλµα στη µέτρησή µας.

1.1.4 Ασκήσεις

1. (α) Με ϐάση τον ορισµό του ideal − kgr που δώσαµε στο παράδειγµα,

πόσα ideal − kgr είναι το ϐάρος σας ;

(ϐ) ΄Ενας άνθρωπος που Ϲυγίζει 78kgr, πόσα ideal − kgr είναι ;

(γ) Τα 0.2ideal − kgr πατάτες του παραδείγµατος, πόσες λίµπρες (lbf )

είναι ; (Η λίµπρα είναι µονάδα µέτρησης ϐάρους στο Βρετανικό σύστηµα

µονάδων. 1kgr έχει ϐάρος 2.205lbf όταν g = 9.80m/sec2)

2. (α) Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο, µετράµε µε ένα χάρακα τις δυο κάθε-

τες πλευρές του και τις ϐρίσκουµε να έχουν και οι δύο µήκος a ίσο µε

a = 10.0cm. Από το πυθαγόρειο ϑεώρηµα ϐρίσκουµε ότι το µήκος της

υποτείνουσας του τριγώνου είναι ίσο µε
√

2a. Αν µετρήσουµε το µήκος
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της υποτείνουσας µε το χάρακα, πόσο ϑα το ϐρούµε ;

(ϐ) Αν από τη µέτρηση που κάναµε ϐρίσκαµε ότι a = 10mm, πόσο ϑα

µετρούσαµε ότι είναι το µήκος της υποτείνουσας ;

3. Αναλογιζόµενοι ότι ένα ϕιστίκι έχει περίπου 10 ϑερµίδες, εξηγήστε γιατί

τα ηµερήσια διαιτολόγια που δίνουν οι διαιτολόγοι περιέχουν ακέραιο

αριθµό ϑερµίδων.

4. ΄Εχουµε ένα ελατήριο και ένα χάρακα και ϑέλουµε να ϕτιάξουµε ένα

δυναµόµετρο. ΄Οταν στο ελατήριο κρεµάσουµε ένα ϐάρος 10kgr, αυτό

επιµηκύνεται κατά 8cm. Πώς ϑα ϕτιάξουµε την κλίµακα του δυναµόµε-

τρου ώστε κάθε γραµµή της να µετράει 0.5kgr; Είναι κατάλληλο αυτό το

δυναµόµετρο για να µετρήσει 100gr ϱύζι ;

5. Ο δείκτης µάζας σώµατος (BMI) είναι ένα µέτρο της παχυσαρκίας και ο-

ϱίζεται από τη σχέση BMI = m/h2, όπου m η µάζα σε kgr και h το ύψος

σε m ενός ανθρώπου. Τα όρια µέσω των οποίων γίνεται η κατηγοριοποί-

ηση των ανθρώπων είναι συνήθως τα εξής : (α) BMI < 18.5 ελειποβαρής,

(ϐ) 18.5 < BMI < 25 κανονικός, (γ) 25 < BMI < 30 υπέρβαρος και

(δ) BMI > 30 παχύσαρκος. Πώς ϑα άλλαζαν αυτά τα όρια αν η µά-

Ϲα και το ύψος µετριόταν στο Βρετανικό σύστηµα µονάδων, δηλαδή σε

pounds και σε foot αντίστοιχα ; (∆ίνεται ότι 1pound = 453.59237gr και

1foot = 30.48cm)

6. Στο παραπάνω ερώτηµα, πώς πρέπει να µετατραπεί η σχέση του BMI,

ώστε ενώ η µάζα και το ύψος ϑα µετριούνται στο Βρετανικό σύστηµα, τα

όρια να παραµένουν τα ίδια µε αυτά του παραπάνω ερωτήµατος ;

1.2 Κατηγορίες µετρήσεων και σφαλµάτων

Είπαµε ότι µέτρηση είναι η σύγκριση της ποσότητας ενός µεγέθους µε τη µο-

νάδα µέτρησης και ότι η σύγκριση αυτή γίνεται µε τη χρήση των οργάνων

µέτρησης. Υπάρχουν όµως και περιπτώσεις που η σύγκριση αυτή επιτυγχάνε-

ται µε ένα έµµεσο τρόπο, που συνδυάζει τη χρήση των οργάνων µέτρησης µε

κάποιους µαθηµατικούς τύπους. Π.χ. δεν υπάρχει κανένα όργανο µέτρησης

που να υπολογίζει εµβαδόν επιφάνειας. Ξέρουµε όµως π.χ. ότι το εµβαδόν

ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου είναι ίσο µε το γινόµενο δύο κάθετων

πλευρών του. Αν εποµένως µετρήσουµε τις δύο κάθετες πλευρές του και τις

πολλαπλασιάσουµε µεταξύ τους, ϐρίσκουµε το εµβαδόν αυτού του ορθογωνίου

παραλληλογράµµου.

Με κριτήριο το αν χρησιµοποιούµε απ΄ ευθείας ένα όργανο µέτρησης ή αν

χρησιµοποιούµε µετρήσεις σε συνδυασµό µε κάποια µαθηµατική σχέση, για

να µετρήσουµε ένα µέγεθος, χωρίζουµε τις µετρήσεις σε δύο κατηγορίες.
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΄Αµεσες Μετρήσεις. Είναι οι µετρήσεις που γίνονται µε απευθείας χρήση των

οργάνων µέτρησης. (Π.χ. η µέτρηση του µήκους του µολυβιού του πα-

ϱαδείγµατος)

΄Εµµεσες Μετρήσεις. Είναι οι µετρήσεις που χρησιµοποιούν άλλες µετρή-

σεις και τη ϐοήθεια κάποιου µαθηµατικού τύπου, για να προσδιορίσουν

την τιµή µιας ποσότητας.(Π.χ. η µέτρηση του εµβαδού ενός ορθογωνίου

παραλληλογράµµου, όπως την περιγράψαµε παραπάνω)

Στην περίπτωση των σφαλµάτων, ξεχωρίζουµε τρεις κατηγορίες σφαλµάτων

ανάλογα µε τον τρόπο τον οποίο αυτά εµφανίζονται.

Ακούσια σφάλµατα ή λάθη. Είναι εκείνα που προέρχονται από λανθασµένη

ανάγνωση ή καταγραφή εκ µέρους αυτού που κάνει τη µέτρηση. Αυτά

τα σφάλµατα µπορούν να αποφευχθούν αν δοθεί η ανάλογη προσοχή απ΄

αυτούς που εκτελούν τη µέτρηση.

Συστηµατικά σφάλµατα. Είναι αυτά που µε συστηµατικό τρόπο υπεισέρχον-

ται στις µετρήσεις και επηρεάζουν κατά τον ίδιο τρόπο όλες τις µετρήσεις.

Τέτοια σφάλµατα µπορεί να οφείλονται

* Σε λανθασµένη ϐαθµονόµηση των οργάνων µέτρησης (π.χ. ένα υ-

δραργυρικό ϑερµόµετρο στο οποίο η ϑερµοκρασιακή κλίµακα έ-

χει µετατοπιστεί κατά 5oC από τη ϑέση που ϑα έδειχνε τη σωστή

ϑερµοκρασία, οι ενδείξεις του προσθέτουν συστηµατικά 5oC στην

πραγµατική ϑερµοκρασία, σε κάθε µέτρησή του. Εποµένως αν η

ϑερµοκρασία είναι 20oC, το ϑερµόµετρο αυτό δείχνει 25oC.)

* Σε προσέγγιση στη µαθηµατική σχέση που προσδιορίζει µια έµµεση

µέτρηση (π.χ. µετράµε την πυκνότητα του ανθρωπίνου σώµατος

µε την αρχή του Αρχιµήδη 8, χωρίς να λάβουµε υπ΄ όψη τον όγκο

του αέρα που υπάρχει στους πνεύµονες. Αν λάβουµε υπ΄ όψη τον

αέρα των πνευµόνων, οι εξισώσεις που µας δίνουν την πυκνότητα

αλλάζουν.)

* Σε άλλους εξωγενείς παράγοντες που επηρεάζουν τη µέτρηση (π.χ.

κατά τη διάρκεια των µετρήσεών µας, οι συνθήκες του πειράµατος

επιβάλουν µεταβολές της ϑερµοκρασίας, οι οποίες επηρεάζουν τις

ενδείξεις του οργάνου µέτρησης)

Τα σφάλµατα αυτά µπορούν να αποφευχθούν αν ϐαθµονοµηθούν εκ νέου

τα όργανα µέτρησης ώστε να δείχνουν τις σωστές ενδείξεις, αν χρησιµοποι-

ήσουµε ακριβέστερες µαθηµατικές σχέσεις που προσδιορίζουν την έµµε-

ση µέτρηση µε την επιθυµητή ακρίβεια και αν ϐελτιώσουµε τις συνθήκες

κάτω από τις οποίες γίνεται η µέτρηση, ώστε να µην την επηρεάζουν.

8το πείραµα ϑα το δούµε παρακάτω
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Τυχαία σφάλµατα. Είναι σφάλµατα τα οποία συνεχίζουν να υπάρχουν ακόµα

κι αν έχουµε αποφύγει τα συστηµατικά και τα ακούσια σφάλµατα. Θα

περιµέναµε ϐέβαια, έχοντας εξαλείψει τα ακούσια και τα συστηµατικά

σφάλµατα, µετρήσεις της ίδιας ποσότητας, που γίνονται κάτω από τις ί-

διες ακριβώς συνθήκες, να είναι ίδιες µεταξύ τους. Στην πράξη όµως,

αν εκτελέσουµε πολλές µετρήσεις του ίδιου µεγέθους, όσο και αν προ-

σπαθήσουµε να έχουµε τις ίδιες ακριβώς συνθήκες κάτω από τις οποίες

κάνουµε την πρώτη µέτρηση, καµιά από τις επόµενες µετρήσεις δε ϑα γί-

νει µε ακριβώς τις ίδιες συνθήκες µε την πρώτη. Εξ άλλου, αν ϑέλουµε να

είµαστε συνεπείς µε όσα έχουµε πει µέχρι τώρα, για να καθοριστεί ότι οι

συνθήκες µιας µέτρησης είναι ακριβώς οι ίδιες µε τις συνθήκες µιας άλ-

λης µέτρησης, ϑα πρέπει οι παράγοντες που επηρεάζουν τη µέτρηση και

καθορίζουν αυτές τις συνθήκες, να µετρηθούν και να ϐρεθούν ακριβώς

ίδιες. Είπαµε όµως ότι πάντα στις µετρήσεις υπάρχει µια αβεβαιότητα,

ένα σφάλµα, το οποίο όσο ανεπαίσθητα µικρό και ασήµαντο αν είναι, δεν

παύει να υπάρχει. Κατά συνέπεια δεν µπορούµε µε κανένα τρόπο να

είµαστε σίγουροι ότι οι συνθήκες µιας µέτρησης είναι ακριβώς ίδιες µε

τις συνθήκες µιας άλλης. Το ότι εµείς δεν µπορούµε ίσως άµεσα να αντι-

ληφθούµε αυτές τις διαφορές που υπάρχουν στις συνθήκες κάτω από τις

οποίες γίνονται οι µετρήσεις, αυτό δε σηµαίνει ότι αυτές δεν υπάρχουν.

Οι διαφορές αυτές οφείλονται σε διάφορους παράγοντες, που έχουν να

κάνουν µε τις ατέλειες των µεθόδων µέτρησης, µε τα όργανα µέτρησης,

µε πιθανές ακαθόριστες µικρές µεταβολές που έχουν ϑεωρηθεί ως σταθε-

ϱές, κ.α. Τα σφάλµατα αυτά εµφανίζονται µε ένα τυχαίο τρόπο και δεν

µπορούν να αποφευχθούν. Λόγω της τυχαιότητας µε την οποία εµφανί-

Ϲονται, αντιµετωπίζονται µε στατιστικό τρόπο ϑεωρώντας ότι η διασπορά

των µετρήσεων ακολουθεί µια κανονική στατιστική κατανοµή γύρω από

τη µέση τους τιµή.

1.2.1 Ασκήσεις

1. Χαρακτηρίστε ως άµεσες ή ως έµµεσες τις παρακάτω µετρήσεις :

(α) Μέτρηση του όγκου ενός κύβου µε χρήση χάρακα.

(ϐ) Μέτρηση του όγκου ενός υγρού µε χρήση ογκοµετρικού σωλήνα.

(γ) Μέτρηση της ταχύτητας ενός αυτοκινήτου µε το ταχύµετρο που διαθέ-

τει.

(δ) Μέτρηση της ταχύτητας ενός αυτοκινήτου µε χρήση χιλιοµετρικών α-

ποστάσεων και χρονόµετρου.

(ε) Μέτρηση του ϐάρους ενός ανθρώπου µε µια Ϲυγαριά.

(στ) Μέτρηση του ϐάρους µιας σταγόνας νερού µε το Ϲυγό ακριβείας.

(Ϲ) Μέτρηση της ϑερµοκρασίας ενός ασθενούς µε ϑερµόµετρο.

(η) Μέτρηση της πυκνότητας ενός στερεού σώµατος µε Ϲυγαριά και ογκο-

µετρικό σωλήνα.
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(ϑ) Μέτρηση της πίεσης ενός ασθενούς µε πιεσόµετρο.

(ι) Μέτρηση του αριθµού των µορίων ενός αερίου που ϐρίσκονται µέσα σε

ένα δωµάτιο.

2. Χαρακτηρίστε ως ακούσια, συστηµατικά ή τυχαία τα παρακάτω σφάλµα-

τα :

(α) Μετράµε ένα µήκος 18.3cm και γράφουµε στο χαρτί µας 13.8cm
(ϐ) Ενώ το ϐάρος µας είναι 76kgr, µια Ϲυγαριά µας δείχνει πάντα 78kgr
(γ) Μετράµε την ταχύτητα ενός αυτοκινήτου µε το ταχύµετρο και ϐρί-

σκουµε 60km/h. Την ίδια ώρα, ο υπολογισµός µήκους προς χρόνο µας

δίνει 55km/h. Επαναλαµβάνουµε το πείραµα και παίρνουµε τα ίδια α-

ποτελέσµατα.

(δ) Με µια Ϲυγαριά µετράµε το ϐάρος µας πολλές ϕορές και συνέχεια ϐρί-

σκουµε διαφορετικές τιµές, που διαφοροποιούνται στο πρώτο δεκαδικό

ψηφίο. Η Ϲυγαριά µετράει σε kgr.

1.3 Σφάλµα από µία και µόνη µέτρηση

Για να προσδιορίσουµε το σφάλµα µιας µέτρησης, προσπαθούµε να ϐρούµε

δυο τιµές ανάµεσα στις οποίες µε ϐεβαιότητα ϑα ϐρίσκεται η µέτρησή µας. Το

µισό της διαφοράς αυτών των τιµών είναι η τιµή του σφάλµατος της µέτρησης.

Βεβαίως κανείς µπορεί να πει ότι η οποιαδήποτε µέτρηση ϐρίσκεται µε ϐεβαιό-

τητα 100% ανάµεσα στις τιµές −∞ και +∞. Ωστόσο η πληροφορία αυτή είναι

τόσο απόλυτα σωστή, όσο και απόλυτα άχρηστη, µε την έννοια ότι δε δηλώνει

τίποτα άλλο εκτός από το τετριµµένο, ότι µια µέτρηση που κάνουµε έχει κάποια

τιµή, ή ότι έχει την τιµή που µετράµε αλλά µε άπειρο σφάλµα.

Το Ϲητούµενό µας εποµένως δεν είναι αυτό. Το Ϲητούµενό µας είναι να

προσδιορίσουµε αυτές τις δυο τιµές, έτσι ώστε η αβεβαιότητάς µας για την

πραγµατική τιµή της µέτρηση να είναι η ελάχιστη δυνατή, (δηλαδή, το σφάλµα

να είναι το ελάχιστο δυνατό). Αντιλαµβάνεται κανείς ότι αυτό γίνεται µόνο όταν

οι δυο αυτές τιµές ϐρεθούν όσο το δυνατό πιο κοντά η µια στην άλλη. Βεβαίως

αυτό δεν καθορίζεται από τη δική µας επιθυµία να έχουµε το ελάχιστο δυνατό

σφάλµα, αλλά από τη δυνατότητα του οργάνου µέτρησης να µας επιτρέψει να

ξεχωρίσουµε πάνω στην κλίµακά του µε ϐεβαιότητα τις δύο αυτές τιµές. Η

ελάχιστη απόσταση, που µπορούµε να ξεχωρίσουµε µε ϐεβαιότητα πάνω στην

κλίµακα ενός οργάνου µέτρησης, είναι η απόσταση ανάµεσα σε δύο διαδοχικές

γραµµές της κλίµακας. ΄Ετσι σ΄ ένα χάρακα είναι αδύνατο να µπορούµε να

διαβάσουµε µια µέτρηση µικρότερη από 1mm, ή στην καλύτερη περίπτωση

0.5mm. Κατά συνέπεια η ελάχιστη δυνατή αβεβαιότητα µε την οποία µετράµε

ένα µέγεθος, συνδέεται µε την αδυναµία µας να διαβάσουµε πάνω στο όργανο

κάτι λιγότερο από την απόσταση δύο διαδοχικών γραµµών της κλίµακάς του.

Αν π.χ. µετράµε µε το χάρακα ένα µήκος 82.3cm, αυτό σηµαίνει ότι η
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Αληθινη 
    τιµη

Μετρηση 82.3

Σφαλµα 0.1−+

82.0           82.1            82.2           82.3            82.4            82.5

Σχήµα 1.2: Η αληθινή τιµή και η µέτρηση µε σφάλµα ±0.1cm

Αληθινη 
    τιµηΣφαλµα +− 0.05

Μετρηση 82.25

82.0            82.1           82.2            82.3            82.4            82.5

Σχήµα 1.3: Η αληθινή τιµή και η µέτρηση µε σφάλµα ±0.05cm

αληθινή τιµή του µήκους που ϑέλουµε να µετρήσουµε, ϐρίσκεται πολύ κοντά

στην ένδειξη 82.3, που ϕαίνεται πάνω στο χάρακα 9 και σίγουρα είναι ανάµεσα

στις ενδείξεις 82.2 και 82.4. ΄Οπως είπαµε, για τη µέτρησή µας αυτή πρέπει

να γράψουµε ότι το µήκος που µετρήσαµε είναι 82.3 ± 0.1cm και µ΄ αυτό να

υποδηλώνουµε ότι η αληθινή τιµή του µήκους που µετρήσαµε ϐρίσκεται στην

περιοχή [82.3 − 0.1, 82.3 + 0.1] ή αλλιώς στο [82.2, 82.4] (ϐλέπε σχήµα 1.2).

Ωστόσο, ϑα µπορούσε κανείς να πει ότι αυτό το διάστηµα είναι µάλλον υ-

περεκτιµηµένο, αφού έχουµε δυνατότητα µε το µάτι να διακρίνουµε πάνω στο

χάρακα το εύρος ενός χιλιοστού, µέσα στο οποίο ϑα µπορούσε να ϐρίσκεται η

µέτρησή µας (ϐλέπε σχήµα 1.3). Μπορεί να κάνει κάποιος αυτή τη ϑεώρηση,

αρκεί να είναι σίγουρος ότι οι µετρήσεις που κάνει είναι σωστές. Σ΄ αυτή την

περίπτωση ϑα πρέπει να γράψουµε ότι η µέτρησή µας είναι 82.25 ± 0.05cm,

αναγνωρίζοντας όµως ότι η ελάχιστη δυνατή διαφορά, που µπορούµε να ξεχω-

ϱίσουµε στην κλίµακα του οργάνου, είναι 0.05cm και όχι 0.1cm. Μ΄ αυτή τη

ϑεώρηση, το διάστηµα µέσα στο οποίο ϑα µπορούσε να ϐρεθεί η αληθινή τιµή

του µήκους που µετράµε ϑα ήταν το [82.20, 82.30].

΄Οποια από τις δύο ϑεωρήσεις κι αν κάνει κανείς είναι σωστές. Θα πρέπει

όµως από την αρχή να επιλέξει ποιά ϑεώρηση ϑα ακολουθήσει και στη συνέχεια

9όπως είπαµε ϑα ήταν απίθανο να συµπέσει µια µέτρηση µε την απόλυτα ακριβής τιµή του

µετρούµενου µεγέθους, αλλά και αν συνέπιπτε δε ϑα το γνωρίζαµε
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να την ακολουθήσει πιστά µέχρι το τέλος.

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω λογική ϑα µπορούσαµε να διερωτηθεί κα-

νείς αν ϑα µπορούσε, χρησιµοποιώντας την ίδια διαδικασία, να ϑεωρήσει ως

σφάλµα της µέτρησης το 1/3mm ή το 1/4mm, ϑεωρώντας ότι µπορεί να ξεχω-

ϱίσει διαφορές 1/3 ή 1/4 του χιλιοστού. Ακόµα όµως κι αν µπορούσε κάποιος

πράγµατι να ξεχωρίσει αυτές τις διαφορές 10, αυτό ϑα ήταν πολύ παρακινδυ-

νευµένο, γιατί µόνο µε το µάτι, χωρίς κατάλληλη πρότερη ϐαθµονόµηση του

οργάνου, ϑα ήταν αρκετά δύσκολο να ξεχωρίσει µε ϐεβαιότητα τα όρια ανάµε-

σα στα διαστήµατα 1/3, 2/3 και 1 της υποδιαίρεσης του 1mm, ή τα αντίστοιχα

όρια των 1/4, 2/4, 3/4 και 1. ΄Ετσι ϑα υπήρχε µεγάλη πιθανότητα να πάρει

λάθος µετρήσεις. Κατά συνέπεια το να ϑεωρήσει κανείς ως σφάλµα, κάτι λιγό-

τερο από το (πολύ - πολύ) το µισό της διαφοράς δύο διαδοχικών ενδείξεων του

οργάνου, δε ϑα ήταν σωστό. Το καλύτερο εποµένως που έχουµε να κάνουµε

είναι να περιοριστούµε σε σφάλµα το πολύ πολύ ίσο µε την ελάχιστη δυνατή

διαφορά ή µε το µισό της ελάχιστης δυνατής διαφοράς δύο διαδοχικών ενδεί-

ξεων (γραµµών) του οργάνου. Κατά συνέπεια το σφάλµα που κάνουµε σε µια

και µόνη µέτρηση είναι ίσο µε την ελάχιστη αυτή δυνατή διαφορά µετρήσεων

που µπορεί να κάνει το όργανο.

Αυτή την ελάχιστη δυνατή διαφορά, που µπορεί να µετρήσει ένα όργα-

νο, την ονοµάζουµε σφάλµα του οργάνου.

Αν έχουµε κάνει µία και µόνη µέτρηση, τότε το σφάλµα του οργάνου 11

αποτελεί το σφάλµα της µέτρησής µας.

Στην περίπτωση που έχουµε ένα ψηφιακό όργανο, όπου όπως είπαµε η

µέτρηση εµφανίζεται ως ένδειξη ενός αριθµού σε µια οθόνη, τα πράγµατα είναι

ακριβώς τα ίδια, µε τη διαφορά ότι εδώ η ένδειξη δεν εµφανίζεται στις γραµµές

της κλίµακας, αλλά µε αριθµούς στην οθόνη. Σ΄ αυτή την περίπτωση η διαφορά

καθορίζεται πάλι από την ελάχιστη δυνατή διαφορά δύο διαδοχικών ενδείξεων

του οργάνου.

Είναι σηµαντικό να αναφερθεί σ΄ αυτό το σηµείο ότι δεν έχουν όλα τα όργανα

µέτρησης γραµµικές κλίµακες 12. Σ΄ αυτή την περίπτωση το σφάλµα καθορίζε-

ται από την ελάχιστη δυνατή διαφορά των ενδείξεων στην περιοχή της ένδειξης,

που δείχνει την τιµή της µέτρησης.

1.4 Αντιµετώπιση τυχαίων σφαλµάτων

Επειδή υπάρχουν τα τυχαία σφάλµατα, µια και µόνη µέτρηση δεν είναι πάντα

αρκετή, για να έχουµε ένα αξιόπιστο αποτέλεσµα. Αν δηλαδή µετράµε µε ένα

10στο χάρακα δεν µπορούµε να το κάνουµε
11λέγεται και µέγιστο σφάλµα οργάνου
12γραµµική είναι µια κλίµακα στην οποία η κλιµάκωση είναι σταθερή, δηλαδή οι αποστάσεις

διαδοχικών ενδείξεων είναι ίσες µεταξύ τους και µετράνε ίσες διαφορές
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όργανο µέτρησης και παίρνουµε διαφορετικές µετρήσεις, για το ίδιο µέγεθος,

υπό τις ίδιες συνθήκες, τότε χρειάζεται να αντιµετωπίσουµε µε στατιστικό τρόπο

τις µετρήσεις αυτές. Πριν προχωρήσουµε στην ουσία του προβλήµατος, ϑα

δώσουµε πρώτα τον ορισµό της στατιστικής κατανοµής.

Στατιστική κατανοµή είναι µια συνάρτηση η οποία µας δίνει την πι-

ϑανότητα να εµφανιστεί µια τιµή από ένα πλήθος επιτρεπτών (πιθανών)

τιµών.

1.4.1 Μέση τιµή και τυπική απόκλιση

∆ύο πολύ ϐασικές έννοιες στη στατιστική είναι η µέση τιµή και η τυπική από-

κλιση. Για µετρήσεις λοιπόν που είναι αποτέλεσµα τυχαίων σφαλµάτων (και

εποµένως αντιµετωπίζονται µε µεθόδους στατιστικής) η µέση τους τιµή και η

τυπική τους απόκλιση είναι δύο πολύ σηµαντικές παράµετροι.

Ορίζουµε ως µέση τιµή 〈x〉 13 των µετρήσεων του µεγέθους x, την ποσότητα

〈x〉 =
1

N

N
∑

i=1

xi (1.3)

όπου xi η i - µέτρηση του µεγέθους x και Ν ο αριθµός των µετρήσεων.

Ως τυπική απόκλιση σ των µετρήσεων του µεγέθους x, ορίζουµε την πο-

σότητα 14

σ =

√

√

√

√

1

N

N
∑

i=1

(xi − 〈x〉)2 (1.4)

Το τετράγωνο δηλαδή της τυπικής απόκλισης είναι η µέση τιµή των τετραγώνων

των διαφορών των µετρήσεων από τη µέση τιµή τους.

1.4.2 Γκαουσιανή κατανοµή

Οι µετρήσεις που προκύπτουν ως αποτέλεσµα τυχαίων σφαλµάτων, ακολου-

ϑούν µια Γκαουσιανή κατανοµή 15. Αυτό προκύπτει από το κεντρικό οριακό

ϑεώρηµα της ϑεωρίας πιθανοτήτων.

13εκτός του συµβολισµού 〈x〉, χρησιµοποιείται και ο συµβολισµός x̄ ή µ
14µπορεί να δείτε σε άλλα ϐιβλία τον ορισµό της τυπικής απόκλισης όπου στον παρανοµαστή,

αντί για N υπάρχει N−1. Αυτό έχει να κάνει περισσότερο µε τη µαθηµατική ακρίβεια, παρά µε

την ουσία. Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε όποιο ορισµό από τους δύο ϑέλετε. Στην περίπτωση

όµως που χρησιµοποιήσετε τον ορισµό µε N − 1, τότε το τυπικό σφάλµα, που ϑα δούµε

παρακάτω, είναι ίδιο µε την τυπική απόκλιση. Ας σηµειωθεί ότι η διαφορά των δύο ορισµών

είναι αµελητέα για µεγάλα N .
15λέγεται αλλιώς και κατανοµή Gauss ή κανονική κατανοµή
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Σχήµα 1.4: Η Γκαουσιανή κατανοµή. Το εµβαδόν της γραµµοσκιασµένης περιοχής

είναι η πιθανότητα να ϐρεθεί µια µέτρηση ανάµεσα στις τιµές X και X + δX

Η Γκαουσιανή κατανοµή G(x; µ, σ) 16 έχει τη µορφή

G(x; µ, σ) =
1√
2πσ

e−(x−µ)2/2σ2

(1.5)

και εξαρτάται παραµετρικά από τις ποσότητες µ και σ. ΄Οπως ϑα δούµε πα-

ϱακάτω, οι παράµετροι µ και σ εκφράζουν τη µέση τιµή και τυπική απόκλιση

αντίστοιχα.

Η Γκαουσιανή κατανοµή δίνει τη λεγόµενη πυκνότητα πιθανότητας dP/dx,

δηλαδή την πιθανότητα ανά µονάδα του µετρούµενου µεγέθους, να µετρηθεί η

τιµή x. Αυτό σηµαίνει ότι η πιθανότητα P (x = X) να µετρηθεί η τιµή x = X
είναι ίση µε P (x = X) = G(X)dx 17 και εποµένως η πιθανότητα να µετρηθεί

µια τιµή στο διάστηµα [X,X + δX] είναι ίση µε το εµβαδόν που περικλείεται

ανάµεσα στην καµπύλη G(x) και την ευθεία xx′, και τις ευθείες x = X και

x = X + δX (ϐλέπε σχήµα 1.4). Αυτό το εµβαδόν εκφράζεται από το ολοκλή-

ϱωµα

P (X ≤ x ≤ X + δX) =
∫ X+δX

X
G(x)dx (1.6)

Το σύµβολο P (X ≤ x ≤ X + δX) συµβολίζει την πιθανότητα να µετρήσουµε

το µέγεθος x και να το ϐρούµε ανάµεσα στις τιµές X και X + δX.

16ο συµβολισµός G(x;µ, σ) αντί του απλούστερου G(x), µπαίνει εδώ για να υποδηλώσει ϱητά

την εξάρτηση της Γκαουσιανής κατανοµής από τις παραµέτρους µ και σ.Σε κάθε περίπτωση οι

συµβολισµοί G(x) και G(x;µ, σ) υποδηλώνουν την ίδια συνάρτηση.
17επειδή το dx είναι µια απείρως µικρή ποσότητα (απειροστό), η πιθανότητα G(x)dx, να

µετρηθεί ακριβώς η τιµή x, είναι προφανώς µηδέν
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1.4.3 Πιθανότερη τιµή και σφάλµα µιας µέτρησης

Από τη σχέση 1.5 ϐλέπουµε ότι όταν x = µ, τότε ο παράγοντας e−(x−µ)2/2σ2

παίρνει την τιµή 1, που είναι η µέγιστη τιµή του. Τότε όµως και η κανονική

κατανοµή παίρνει επίσης τη µέγιστη τιµή της. ΄Οπως είπαµε η παράµετρος µ
είναι η µέση τιµή. Εποµένως

η πραγµατική τιµή του µεγέθους που µετράµε, είναι πιθανότερο να

είναι ίση µε τη µέση τιµή των µετρήσεών του.

Αυτό ϕαίνεται και από την ίδια την καµπύλη της κατανοµής (ϐλέπε σχήµα

1.4), όπου µετρήσεις γύρω από τη µέση τιµή έχουν µεγαλύτερη πιθανότητα να

εµφανιστούν, ενώ όσο µια µέτρηση αποµακρύνεται από τη µέση τιµή, η πιθα-

νότητα εµφάνισής της µειώνεται. Πολύ µακριά από τη µέση τιµή η πιθανότητα

εµφάνισης µια µέτρησης είναι πρακτικά µηδέν.

΄Οπως είναι προφανές, η µέση τιµή ϐρίσκεται ανάµεσα στη µέγιστη και στην

ελάχιστη τιµή των µετρήσεων. Αν όλες οι µετρήσεις xi είναι ίδιες µεταξύ τους,

τότε αντιλαµβάνεστε ότι η µέση τους τιµή ϑα ταυτίζεται µ΄ αυτές. ΄Οµως τότε

η διαφορά ανάµεσα σε οποιαδήποτε µέτρηση από τη µέση τιµή είναι µηδέν

και κατά συνέπεια και η τυπική απόκλιση είναι µηδέν. Αντίθετα όσο πιο

αποµακρυσµένα είναι κατανεµηµένες οι µετρήσεις από τη µέση τους τιµή,

τόσο πιο µεγάλες ϑα είναι οι διαφορές xi − 〈x〉 και εποµένως τόσο µεγαλύτερη

ϑα είναι η τυπική τους απόκλιση σ.

Καταλαβαίνει λοιπόν κανείς ότι

η τυπική απόκλιση σ δίνει ένα µέτρο της διασποράς των µετρήσεων

γύρω από τη µέση τους τιµή.

Κατά συνέπεια, είναι λογικό, η στατιστική εκτίµηση του σφάλµατος να σχετίζε-

ται µε την τυπική απόκλιση και µάλιστα να εκφράζεται ως κάποιο πολλαπλάσιο

της τυπικής απόκλισης σ. Η ελευθερία στην επιλογή του πολλαπλάσιου αυτού

κάνει τον τρόπος εκτίµησης του στατιστικού σφάλµατος να µην είναι µονοσή-

µαντος. Ποιό πολλαπλάσιο λοιπόν της τυπικής απόκλισης ϑα ϑεωρήσουµε ως

σφάλµα ; Η πιθανότητα να εµφανιστεί µια µέτρηση στην περιοχή από µ − σ
ως µ+σ (δηλαδή το εµβαδόν κάτω από την Γκαουσιανή καµπύλη και ανάµεσα

στις ευθείες x = µ−σ και x = µ+σ) είναι ίση µε 68.2%, 18, ενώ η πιθανότητα

να ϐρεθεί µια µέτρηση ανάµεσα στις τιµές µ−2σ και µ+2σ είναι ίση µε 95.4%.

Για τις ανάγκες του παρόντος µαθήµατος ϑα δεχτούµε ως στατιστικό σφάλµα

το λεγόµενο τυπικό σφάλµα (standard error), που ορίζεται από τη σχέση

σE =

√

N

N − 1
σ. (1.7)

18περίπου τα 2/3 των µετρήσεων
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Αντιλαµβάνεται κανείς ότι για µεγάλο N το τυπικό σφάλµα γίνεται ίσο µε την

τυπική απόκλιση και κατά συνέπεια µέσα στα όρια του τυπικού σφάλµατος

περιλαµβάνονται περίπου τα 2/3 των µετρήσεων. ∆εν ϑα πρέπει να ξεχνάµε

όµως ότι υπάρχει και το σφάλµα του οργάνου. Ποιό ϑα είναι λοιπόν τελικά

το σφάλµα της µέτρησης ; Η απάντηση είναι απλή. Θα είναι το µεγαλύτερο

ανάµεσα στα δύο. Αυτό λίγο ως πολύ είναι προφανές, δεδοµένου ότι η αβεβαιό-

τητα στην ακριβή τιµή της µέτρησης προέρχεται και από τα δύο και εποµένως

η µεγαλύτερη αβεβαιότητα επισκιάζει τη µικρότερη.

Σφάλµα εποµένως µιας άµεσης µέτρησης ϑα ϑεωρούµε το µέγιστο

ανάµεσα στο σφάλµα του οργάνου και στο τυπικό σφάλµα.

Προκειµένου να απλοποιήσει κανείς τις πράξεις που πρέπει να κάνει για να

ϐρει την τυπική απόκλιση, ϐολεύει, αντί της σχέσης 1.4, να χρησιµοποιήσει την

παρακάτω σχέση για την τυπική απόκλιση. Η σχέση αυτή µπορεί να αποδειχτεί

πολύ εύκολα από τη σχέση 1.4.

σx =
√

〈x2〉 − 〈x〉2, όπου 〈x2〉 =
1

N

N
∑

i=1

x2
i . (1.8)

1.4.4 Σχέση της µέσης τιµής και της τυπικής απόκλισης

µε τη Γκαουσιανή κατανοµή 19

Ας ϑεωρήσουµε ότι οι N µετρήσεις xi, που κάνουµε, παίρνουν κάποιες από τις

διαφορετικές µεταξύ τους τιµές Xj, j = 1, 2, ...,M , M ≤ N και ας συµβολίσου-

µε µε n(j) τη συχνότητα εµφάνισης της τιµής Xj, δηλαδή τον αριθµό που µας

λέει πόσες από τις N µετρήσεις xi είχαν την τιµή Xj. ΄Οπως είναι προφανές το

άθροισµα όλων των µετρήσεων ϑα είναι ίσο µε το άθροισµα των γινοµένων των

διαφορετικών τιµών επί τη συχνότητα εµφάνισής τους.

N
∑

i=1

xi =
M
∑

j=1

Xjn(j)

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω σχέση µπορούµε να γράψουµε τη µέση τιµή

ως

〈x〉 =
1

N

M
∑

j=1

Xjn(j) =
M
∑

j=1

Xj
n(j)

N
=

M
∑

j=1

XjP (Xj). (1.9)

Στην τελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι για άπειρο αριθµό

µετρήσεων, ο αριθµός n(j)/N τείνει στην πιθανότητα P (x = Xj) = P (Xj).

19Η υποπαράγραφος αυτή µπορεί να παραληφθεί σε πρώτη ανάγνωση
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Είπαµε παραπάνω ότι η πιθανότητα P (x = X) να µετρηθεί η τιµή x = X
είναι ίση µε P (x = X) = G(X)dx. Κατά συνέπεια η παραπάνω ισότητα µπορεί

να γραφεί ως

〈x〉 =
M
∑

j=1

XjP (Xj) =
M
∑

j=1

XjG(Xj)dx. (1.10)

Επειδή όµως η Γκαουσιανή κατανοµή είναι µια συνεχής κατανοµή, το άθροι-

σµα ϑα πρέπει να αντικατασταθεί µε ολοκλήρωµα κι έτσι ϑα έχουµε

〈x〉 =
∫ +∞

−∞
xG(x; µ, σ)dx. (1.11)

Κατ΄ αναλογία για την τυπική απόκλιση 20 µπορούµε να γράψουµε

σ2 =
∫ +∞

−∞
(x − µ)2G(x; µ, σ)dx. (1.12)

Από την επίλυση αυτών των ολοκληρωµάτων ϐρίσκουµε ότι η παράµετρος

µ είναι ίση µε τη µέση τιµή 〈x〉 των µετρήσεων (µ = 〈x〉) και ότι η παράµετρος

σ της γκαουσιανής κατανοµής είναι ίση µε την τυπική απόκλιση σ.

1.4.5 Κριτήριο Chauvenet - Απόρριψη ακραίων µετρήσε-

ων

΄Οπως είπαµε, οι µετρήσεις που εµπεριέχουν τυχαία σφάλµατα ακολουθούν

µια κανονική κατανοµή και διασπείρονται συµµετρικά γύρω από τη µέση τιµή.

΄Οπως ϕαίνεται και στο σχήµα 1.4, η πιθανότητα εµφάνισης µιας µέτρησης, που

ϐρίσκεται κοντά στη µέση τιµή, είναι µεγάλη και µειώνεται πολύ γρήγορα όσο

η µέτρηση ϐρίσκεται µακριά απ΄ αυτή. Είναι εποµένως τελείως ῾῾ϕυσιολογικό᾿᾿

και αναµενόµενο, να εµφανίζονται και ακραίες µετρήσεις (δηλ. µετρήσεις που

ϐρίσκονται σχετικά µακριά από τη µέση τιµή), αν η πιθανότητα εµφάνισής τους,

(όπως αυτή υπολογίζεται από τη Γκαουσιανή κατανοµή), τους το επιτρέπει.

Πάντα ωστόσο ϑα υπάρχει µια περιοχή µετρήσεων στα αριστερά (από το −∞
µέχρι µια τιµή) και στα δεξιά (από µια άλλη τιµή µέχρι το +∞)της κατανοµής,

όπου επί N µετρήσεων η πιθανότητα εµφάνισης µέτρησης ϑα είναι µικρότερη

του 1/N . Αυτό είναι ισοδύναµο µε συχνότητα εµφάνισης µιας µέτρησης σ΄

αυτές τις περιοχές µικρότερη της µονάδας. Πρακτικά µιλώντας δηλαδή, στις

περιοχές αυτές δε ϑα έπρεπε να εµφανίζεται µέτρηση. ΄Οµως όταν µιλάει κανείς

µε πιθανότητες, εκφράσεις του στυλ ῾῾δε ϑα έπρεπε να εµφανίζεται µέτρηση᾿᾿ δε

σηµαίνει ότι αποκλείεται να εµφανιστούν. Από τη στιγµή που η πιθανότητα

είναι µη µηδενική, τα πάντα είναι πιθανά. ΄Ετσι παρ΄ όλο που ῾῾δε ϑα έπρεπε᾿᾿,

δεν αποκλείεται καθόλου να εµφανιστούν τέτοιες ακραίες τιµές.

Η εµφάνιση τέτοιων ακραίων τιµών ενδέχεται να αλλοιώσει αρκετά τη µέ-

ση τιµή και προφανώς να µεγαλώσει την τιµή της τυπικής απόκλισης και κατ΄

20ας µην ξεχνάµε ότι το τετράγωνο της τυπικής απόκλισης εκφράζει κι αυτό µια µέση τιµή
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Ν β Ν β Ν β Ν β
1 - 11 2.001 21 2.261 40 2.498

2 - 12 2.037 22 2.278 50 2.576

3 1.383 13 2.070 23 2.295 60 2.639

4 1.534 14 2.101 24 2.311 70 2.690

5 1.645 15 2.128 25 2.326 80 2.734

6 1.732 16 2.154 26 2.341 90 2.773

7 1.803 17 2.178 27 2.355 100 2.807

8 1.863 18 2.201 28 2.369 200 3.023

9 1.915 19 2.222 29 2.382 500 3.290

10 1.960 20 2.242 30 2.394 1000 3.481

Πίνακας 1.1: Η τιµή του β ως συνάρτηση του αριθµού µετρήσεων N .

επέκταση του σφάλµατος της µέτρησης. Φανταστείτε π.χ. να έχουµε 100 µε-

τρήσεις εκ των οποίων οι 99 να παίρνουν τιµές από 8.04 µέχρι 8.64 και να

δίνουν µια µέση τιµή 8.34, ενώ η εκατοστή τιµή να είναι η 11.42 (ακραία τι-

µή). Σ΄ αυτή την περίπτωση ϑα ήταν λογικό να υποθέσει κανείς ότι η εµφάνιση

αυτής της ακραίας τιµής δεν είναι ῾῾ϕυσιολογική᾿᾿. Ωστόσο δεν παύει να αποτε-

λεί µια µέτρηση, που ενδεχοµένως εµφανίστηκε νωρίτερα απ΄ ότι ϑα περίµενε

κανείς µε ϐάση την πιθανότητα εµφάνισής της, όπως αυτή υπολογίζεται από

την Γκαουσιανή κατανοµή. Αν ϑέλαµε να δούµε πόσο επηρεάζεται η µέση

τιµή απ΄ αυτή, ϑα ϐλέπαµε ότι η µέση τιµή των 100 µετρήσεων είναι ίση µε

(99 × 8.34 + 11.42)/100 = 8.37, που διαφέρει κατά 0.03 από τη µέση τιµή των

99. Αν από την άλλη ϑέλαµε να δούµε πόσο επηρεάζεται η τυπική απόκλιση,

υποθέτοντας ότι η τυπική απόκλιση των 99 µετρήσεων έχει µια τιµή ίση µε το

µισό της διαφοράς της µέγιστης από την ελάχιστη τιµή, δηλαδή είναι ίση µε

0.3, τότε λαµβάνοντας υπ΄ όψη µας και την εκατοστή τιµή, η τυπική απόκλιση

ϑα γινόταν
√

(0.32 × 99 + (8.34 − 11.42)2)/100 ≈ 0.4. Τόσο λοιπόν η µέση τιµή

όσο και η τυπική απόκλιση αλλάζουν τιµή, πράγµα που δε ϑα γινόταν αν αυτή

η ακραία τιµή δεν είχε συµπεριληφθεί στις µετρήσεις µας.

΄Ενας τρόπος για να ελαχιστοποιηθεί η επίδραση της ακραίας αυτής τιµής

στη µέση τιµή, είναι να πάρουµε περισσότερες µετρήσεις. Στο συγκεκριµένο

παράδειγµα ωστόσο ϑα χρειαζόταν να γίνουν τουλάχιστον 616 συνολικά µετρή-

σεις, εκ των οποίων οι 615 να έδιναν µέση τιµή ίση µε την αρχική (8.34), ώστε η

ακραία αυτή µέτρηση (11.42) να µην επηρέαζε την αρχική µέση τιµή. Αντιλαµ-

ϐάνεται λοιπόν κανείς ότι η µέθοδος αυτή δεν είναι η ενδεδειγµένη δεδοµένης

της αρκετά περισσότερης δουλειάς, που ϑα χρειαζόταν, προκειµένου να απαλ-

λαχθεί κανείς από την επίδρασή της. Ο άλλος τρόπος, ο οποίος µάλιστα είναι

πολύ πιο αποτελεσµατικός και λιγότερο κοπιώδης, είναι να απορρίψουµε µια

και καλή τέτοιες ακραίες τιµές, ως ῾῾ύποπτες᾿᾿ και ῾῾εσφαλµένες᾿᾿, µη λαµβάνον-

τας τις υπ΄ όψη µας στους υπολογισµούς µας. Το ερώτηµα όµως που τίθεται
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Σχήµα 1.5: Η τιµή του β ως συνάρτηση του αριθµού µετρήσεων N .

είναι ποιές µετρήσεις πρέπει να ϑεωρηθούν ακραίες. Είπαµε παραπάνω ότι αν

έχουµε N µετρήσεις, τότε στις ακραίες περιοχές, αριστερά και δεξιά της κατα-

νοµής, στις οποίες η συνολική 21 πιθανότητα εµφάνισης µιας µέτρησης είναι

µικρότερη από 1/N , δε ϑα περιµέναµε να εµφανιστούν µετρήσεις. Εποµένως

σ΄ αυτές τις περιοχές ϑα πρέπει κανείς να αναζητήσει τις ακραίες τιµές, που

πρέπει να απορριφθούν. Σύµφωνα µε το κριτήριο Chauvenet, µια µέτρηση

ϑεωρείται ακραία και απορρίπτεται όταν εµφανιστεί σε περιοχή των άκρων της

κατανοµής, όπου η συνολική πιθανότητα εµφάνισης µέτρησης είναι µικρότε-

ϱη από 0.25/N . Οι µαθηµατικές λεπτοµέρειες του κριτηρίου περιγράφονται

σε παρακάτω παράγραφο και µπορούν να παραλειφθούν σε πρώτη ανάγνωση.

Τα ϐήµατα που πρέπει να ακολουθήσουµε για να εφαρµόσουµε το κριτήριο

Chauvenet είναι τα ακόλουθα.

• Για τις N µετρήσεις που έχουµε υπολογίζουµε τη µέση τιµή 〈x〉 και την

τυπική απόκλιση σ των µετρήσεων αυτών.

• Από τον πίνακα 1.1 ή τη γραφική παράσταση 1.5 ϐρίσκουµε τον αριθµό

β που αντιστοιχεί στον αριθµό των µετρήσεων N και υπολογίζουµε τους

αριθµούς 〈x〉 − βσ και 〈x〉 + βσ.

• ΄Οσες µετρήσεις δε ϐρίσκονται µέσα στο διάστηµα [〈x〉 − βσ, 〈x〉 + βσ]
απορρίπτονται ως ακραίες.

21συνολική σηµαίνει σε όλη την περιοχή
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• Το κριτήριο Chauvenet εφαρµόζεται µία µόνο ϕορά 22.

1.4.6 Μαθηµατική διερεύνηση του κριτηρίου Chauvenet 23

΄Οπως είπαµε παραπάνω, σύµφωνα µε το κριτήριο Chauvenet, µια µέτρηση

απορρίπτεται όταν ϐρεθεί σε µια από τις δύο ακραίες περιοχές της Γκαουσιανής

κατανοµής (από το −∞ ως µια τιµή xL ή από µια τιµή xR ως το +∞), όπου

για κάθε µιά απ΄ αυτές τις περιοχές η συνολική πιθανότητα εµφάνισης µιας

µέτρησης είναι µικρότερη από 0.5/N . Το Ϲητούµενό µας εποµένως είναι να

ϐρούµε αυτές τις τιµές xL και xR, έτσι ώστε

P (x < xL) <
0.25

N
και P (x > xR) <

0.25

N
. (1.13)

Αυτό ισοδύναµα γράφεται ως

P (x < xL) =
∫ xL

−∞
G(x; µ, σ)dx =

∫ xL

−∞

1√
2πσ

e−(x−µ)2/2σ2

dx <
0.25

N
(1.14)

και

P (x > xR) =
∫ +∞

xR

G(x; µ, σ)dx =
∫ +∞

xR

1√
2πσ

e−(x−µ)2/2σ2

dx <
0.25

N
(1.15)

Με αλλαγή µεταβλητής από x σε y = (x−µ)/σ, οι παραπάνω σχέσεις γράφονται

ως

∫ βL

−∞

1√
2π

e−y2/2dy <
0.25

N
και

∫ +∞

βR

1√
2π

e−y2/2dy <
0.25

N
, (1.16)

όπου βL = (xL−µ)/σ και βR = (xR−µ)/σ. Αν επίσης στο πρώτο ολοκλήρωµα

κάνουµε µια επιπλέον αλλαγή µεταβλητής από y σε −y παίρνουµε

∫ +∞

−βL

1√
2π

e−y2/2dy <
0.25

N
. (1.17)

Συγκρίνοντας τη δεύτερη σχέση από τις εξισώσεις 1.16 µε τη σχέση 1.17 αν-

τιλαµβάνεται κανείς ότι βR = −βL = β και κατά συνέπεια xL = µ − βσ και

xR = µ + βσ. Το Ϲητούµενο δηλαδή τελικά είναι ο υπολογισµός του β για το

οποίο
∫ +∞

β

1√
2π

e−y2/2dy =
0.25

N
. (1.18)

΄Οπως ϐλέπει κανείς, το τελευταίο ολοκλήρωµα εξαρτάται µόνο από την τιµή

του β και είναι απαλλαγµένο από τις τιµές των µ και σ.

22δε ϐρίσκουµε εκ νέου µέση τιµή και τυπική απόκλιση για τις µη απορριφθείσες τιµές για

να εφαρµόσουµε ξανά το κριτήριο.
23Η υποπαράγραφος αυτή µπορεί να παραληφθεί σε πρώτη ανάγνωση
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Η τιµή του ολοκληρώµατος αυτού δεν υπολογίζεται αναλυτικά 24, αλλά µόνο

αριθµητικά και παριστάνει την πιθανότητα να ϐρεθεί µια µέτρηση µε τιµή στο

διάστηµα (−∞, 〈x〉−βσ) ή την πιθανότητα να ϐρεθεί µια µέτρηση µε τιµή στο

διάστηµα (〈x〉 + βσ,∞).
Την παραπάνω σχέση όµως µπορούµε να τη γράψουµε µε πιο συµπαγή

µορφή µέσω της λεγόµενης συνάρτησης σφάλµατος (error function) erf(x)
ή της λεγόµενης συµπληρωµατικής συνάρτησης σφάλµατος (complementary

error function) erfc(x). Εξ ορισµού

erf(x) =
2√
π

∫ x

0
e−t2dt, και erfc(x) =

2√
π

∫ ∞

x
e−t2dt (1.19)

και erf(x) + erfc(x) = 1.

Με αλλαγή µεταβλητής στο ολοκλήρωµα της σχέσης 1.18 από y σε t =
y/

√
2, το ολοκλήρωµα γίνεται

∫ +∞

β
√

2

1√
π

e−t2dt =
1

2
erfc

(

β√
2

)

, (1.20)

και εποµένως η σχέση 1.18 γράφεται ως

erfc

(

β√
2

)

=
0.5

N
. (1.21)

Οι λύσεις της εξίσωσης αυτής ως προς β για τις διάφορες τιµές του N (αριθµός

µετρήσεων), παρουσιάζονται στον πίνακα 1.1 και στη γραφική παράσταση 1.5.

΄Οταν γνωρίζουµε την τιµή της µεταβλητής β, µπορούµε πολύ εύκολα µέσω

της σχέσης x = µ ± βσ να προσδιορίσουµε τις τιµές xL = µ − βσ και xR =
µ+βσ, για τις οποίες αριστερά της πρώτης και δεξιά της δεύτερης οι µετρήσεις

πρέπει να απορρίπτονται ως ακραίες.

Ας σηµειωθεί ότι η συνάρτηση erfc(x) υπάρχει έτοιµη στις πρόσφατες εκδό-

σεις του προγράµµατος EXCEL του MS Office25. Κατά συνέπεια είναι εύκολο

σε όποιο ϑέλει να ϐρει τις τιµές του β για οποιαδήποτε τιµή του N , χρησιµο-

ποιώντας τη σχέση 1.21 µε τη µορφή

N =
0.5

erfc
(

β√
2

) . (1.22)

Το µόνο που έχει να κάνει, είναι να ϕτιάξει µια στήλη µε αυξανόµενες τι-

µές του β. Μετά να ϕτιάξει µια διπλανή στήλη µε τις τιµές της συνάρτησης

0.5/erfc(β/
√

2). Οι τιµές της δεύτερης στήλης ϑα παριστάνουν τον αριθµό

µετρήσεων N 26, που αντιστοιχεί στην τιµή του β της ίδιας γραµµής.

24δηλαδή µε µαθηµατικό τύπο
25σε παλιότερες εκδόσεις δεν υπήρχε
26µόνο οι ακέραιες τιµές ή αυτές που προσεγγίζουν καλύτερα τις ακέραιες τιµές
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Μια µαθηµατική σχέση που δίνει µια πολύ καλή προσέγγιση της συνάρ-

τησης ercf(x), δίνεται στο ϐιβλίο των Abramowitz και Stegun, Handbook of

Mathematical Functions 27. Η σχέση αυτή είναι

erfc(x) = e−x2
5
∑

n=1

ant
n, t =

1

1 + px
, p = 0.3275911, (1.23)

a1 = 0.254829592, a2 = −0.284496736, a3 = 1.421413741, a4 = −1.453152027
και a5 = 1.061405429.

1.4.7 Εν κατακλείδι...

Συνοψίζοντας όσα περιγράψαµε παραπάνω για το χειρισµό των τυχαίων σφαλ-

µάτων, τα ϐήµατα που πρέπει να κάνουµε είναι τα εξής :

• Μετράµε και καταγράφουµε τις N µετρήσεις xi.

• Εφαρµόζουµε το κριτήριο Chauvenet (δες τα ϐήµατα στην παράγραφο

1.4.5, σελίδα 24) και απορρίπτουµε όσες µετρήσεις είναι ακραίες.

• Υπολογίζουµε νέα µέση τιµή και τυπική απόκλιση και µέσω αυτής το

τυπικό σφάλµα από τις µετρήσεις που δεν απορρίφθηκαν. Η νέα µέση

τιµή έχει τη µεγαλύτερη πιθανότητα να είναι η πραγµατική τιµή του

µετρούµενου µεγέθους. Εποµένως αυτή ϑεωρούµε ως τιµή της µέτρησης.

• Βρίσκουµε το σφάλµα του οργάνου και το συγκρίνουµε µε το τυπικό

σφάλµα. Το µέγιστο των δύο είναι το σφάλµα της µέτρησης.

1.4.8 Ασκήσεις

1. Αποδείξτε τη σχέση 1.8 χρησιµοποιώντας τη σχέση 1.4. (Υπόδειξη : Ανα-

πτύξτε το τετράγωνο (xi − 〈x〉)2 και υπολογίστε χωριστά τα αθροίσµατα

για καθένα από τους όρους του).

2. Χωρίς να κάνετε µαθηµατικές πράξεις ϐρείτε τα

∫ +∞

−∞
G(x)dx και

∫ 〈x〉

−∞
G(x)dx.

∆ικαιολογήστε την απάντησή σας.

3. Θεωρήστε ότι σε ένα πείραµα διαδοχικών µετρήσεων του ποσοστού του

νερού που υπάρχει στο σώµα ενός ανθρώπου κάναµε N µετρήσεις και

ϐρήκαµε ένα µέσο όρο 71.5% και µια τυπική απόκλιση 1.1%. Μεταξύ των

27Abramowitz & Stegun, Handbook of Mathematical Functions, Dover Publications, New

York, 1965
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N αυτών µετρήσεων υπήρξε µια ακραία µέτρηση ίση µε 74.1%. Βρείτε

αν αυτή η ακραία αυτή µέτρηση πρέπει να απορριφθεί όταν

(α) N = 20 και

(ϐ) N = 200.

4. Θεωρήστε ότι µετρήσαµε τη ϑερµοκρασία ενός ανθρώπου 5 ϕορές διαδο-

χικά και πήραµε τις ακόλουθες µετρήσεις. 36.8, 36.9, 36.9, 37.0, 37.0 σε

ϐαθµούς oC. Ποιά είναι τελικά η ϑερµοκρασία του ανθρώπου και πόσο

σφάλµα κάνουµε στη µέτρησή της. (Υπόδειξη : Αντίστοιχο παράδειγµα

ϑα ϐρείτε στο τέλος του ϐιβλίου)

5. (α) Εξηγήστε γιατί αν στις 99 µετρήσεις του παραδείγµατος της σελίδας 23

προσθέσουµε και την εκατοστή (ακραία) µέτρηση, οι πράξεις που πρέπει

να γίνουν για τον υπολογισµό της µέσης τιµής και της τυπικής απόκλισης

είναι αυτές που αναφέρονται.

(ϐ) Πώς ϑα άλλαζε η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση αν η εκατοστή

τιµή ϐρισκόταν µέσα στο διάστηµα [8.03, 8.63], στο οποίο ϐρίσκονται οι

υπόλοιπες 99 τιµές. (Υπόδειξη : η µεγαλύτερη δυνατή επίδραση της εκα-

τοστής τιµής ϑα εµφανιζόταν, αν η εκατοστή τιµή ήταν όσο το δυνατό πιο

αποµακρυσµένη από τη µέση τιµή.)

(γ) Επαληθεύστε ότι όντως ϑα χρειαζόταν 615 µετρήσεις στο διάστηµα

[8.03, 8.63] µε µέση τιµή ίδια µε αυτή των 99 αρχικών µετρήσεων, προ-

κειµένου να εξουδετερωθεί η επίδραση της ακραίας τιµής στη µέση τιµή.

1.5 Απόλυτο και σχετικό σφάλµα

΄Οπως έχουµε πει, η πληροφορία που µας δίνει η µέτρηση x± δx είναι η µεγα-

λύτερη δυνατή πληροφορία, που µπορούµε να έχουµε από µια µέτρηση. Μέχρι

τώρα το ενδιαφέρον µας γύρω από τα σφάλµατα περιοριζόταν, στο να ϐρούµε

ένα εύρος τιµών, γύρω από την τιµή που µετρήσαµε, µέσα στο οποίο περιµέ-

νουµε να ϐρεθεί η αληθινή τιµή του µεγέθους. Το εύρος αυτό το ονοµάσαµε

σφάλµα ή απόλυτο σφάλµα.

Εκτός όµως από το εύρος µέσα στο οποίο περιµένουµε να ϐρίσκεται η πραγ-

µατική τιµή του µεγέθους που µετράµε, µια άλλη ενδιαφέρουσα και χρήσιµη

πληροφορία είναι η ακρίβεια της µέτρησης, δηλαδή το πόσο καλά έχει προσ-

διοριστεί το µέγεθος που µετράµε. Αντιλαµβάνεστε ότι αν µετράµε µια απόστα-

ση 1mm µε ένα χάρακα, του οποίου το σφάλµα οργάνου είναι επίσης 1mm,

τότε η µέτρηση αυτή περιορίζεται στο διάστηµα [0, 2]mm. Αυτό όµως είναι ένα

τεράστιο διάστηµα σε σχέση µε την τιµή που µετρήθηκε. Επειδή η κλίµακα των

mm είναι ίσως αρκετά µικρή και µπορεί να ξεγελάσει κάποιους, ϕανταστείτε

η απόσταση αυτή να µην ήταν σε mm αλλά σε m. Τότε οτιδήποτε ήταν κοντά

στο 1m ϑα λέγαµε ότι είναι µεταξύ 0 και 2m. Φανταστείτε λοιπόν να έπρεπε

να µετρήσουµε το ύψος µας µε ένα τέτοιο αντίστοιχο όργανο µέτρησης. Οι
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µοναδικές µετρήσεις που ϑα µπορούσε να κάνει ϑα ήταν οι µετρήσεις 1m και

2m. ΄Ολους εποµένως τους ανθρώπους ϑα τους κατέτασσε σε δύο κατηγορίες :

σε αυτούς που το ύψος τους είναι περίπου 1m και αυτούς που το ύψος τους

είναι περίπου 2m. Μια τέτοια µέτρηση ϑα ήταν µάλλον άχρηστη για τις ανάγ-

κες µας. Για να µετρούσαµε λοιπόν µε µια µεγαλύτερη ακρίβεια την τιµή ενός

τέτοιου µεγέθους ϑα έπρεπε µάλλον να χρησιµοποιήσουµε ένα διαφορετικό

όργανο µέτρησης.

Αντιθέτως µια απόσταση της τάξης των 20cm, ο χάρακας τη µετράει µε σα-

ϕώς καλύτερη ακρίβεια, αφού το µετρούµενο µέγεθος περιορίζεται στο διάστη-

µα [19.9, 20.1]cm. Το διάστηµα αυτό έχει ϐεβαίως το ίδιο εύρος µε το διάστηµα

[0, 2]cm, όµως σε σχέση µε την τιµή της µέτρησης το εύρος αυτό είναι πολύ

µικρότερο στην περίπτωση [19.9, 20.1] απ΄ ότι στην περίπτωση [0, 2]. ΄Αλλο είναι

να ῾῾χάνεις᾿᾿ 0.1 στα 20 και άλλο να ῾῾χάνεις᾿᾿ 0.1 στα 0.1.

Αντιλαµβάνεται εποµένως κανείς ότι

για να ϐγάλουµε συµπέρασµα πόσο ακριβής είναι µια µέτρηση, ϑα

πρέπει να συγκρίνουµε το σφάλµα της µέτρησης ως προς τη µετρού-

µενη ποσότητα. Η σύγκριση αυτή µπορεί να γίνει µέσω του λόγου του

σφάλµατος προς τη µέτρηση. Η ποσότητα αυτή ονοµάζεται σχετικό

σφάλµα.

Αν εκφράσουµε το σχετικό σφάλµα ως ποσοστό επί τοις εκατό, ϑα είναι

δx

x
× 100%. (1.24)

Από µια άλλη οπτική γωνία, το σχετικό σφάλµα µας λέει πόσο ϑα ήταν το

αντίστοιχο απόλυτο σφάλµα, αν η τιµή της µέτρησης ήταν ίση µε τη µονάδα.

΄Ετσι η µέτρηση 1 ± 1 έχει σχετικό σφάλµα ίσο µε 100%, ενώ η µέτρηση

20±0.1 έχει σχετικό σφάλµα ίσο µε 0.5%. Παρατηρήστε ότι το σχετικό σφάλµα

είναι απλός αριθµός χωρίς µονάδες. Παρατηρήστε επίσης ότι το σχετικό σφάλ-

µα δεν εξαρτάται από τις µονάδες που χρησιµοποιούµε για να εκφράσουµε τη

µέτρηση. ΄Ετσι το σχετικό σφάλµα έχει να κάνει µόνο µε τη σχέση ανάµεσα

στο απόλυτο σφάλµα και στην τιµή της µέτρησης και είναι το ίδιο ανεξάρτητα

από το αν έχουµε να κάνουµε µε mm, m, km η οτιδήποτε άλλο. ΄Οσο µικρό-

τερο είναι το σχετικό σφάλµα τόσο ακριβέστερη είναι η µέτρηση που

κάνουµε. Κατά συνέπεια, αν ϑέλουµε να συγκρίνουµε δύο µετρήσεις ως προς

την ακρίβεια µε την οποία µετράνε ένα µέγεθος, ϑα πρέπει να ανατρέξουµε στο

σχετικό σφάλµα τους. Η ακριβέστερη µέτρηση ϑα έχει το µικρότερο σχετικό

σφάλµα.

1.5.1 Ασκήσεις

1. Βρείτε το σχετικό σφάλµα στις παρακάτω µετρήσεις

(α) (5 ± 1)cm, (ϐ) (5 ± 1)km, (γ) (5.0 ± 0.1)cm, (δ) (5.00 ± 0.01)cm, (ε)
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(10, 00 ± 0.02)cm

2. Οι παρακάτω µετρήσεις είναι γραµµένες κατά Ϲεύγη. Ποιά από τις δύο,

κάθε Ϲεύγους, είναι πιο ακριβής µέτρηση ;

(α) (5±1)cm και (5±1)km, (ϐ) (5±1)m και (5±1)sec, (γ) (5±1)cm και

(5.0± 0.1)cm, (δ) (5± 1)cm και (10± 2)cm, (ε) (5± 1)cm και (10± 1)cm,

(στ) (5 ± 1)cm και (5 ± 2), (Ϲ) (5 ± 1)cm και (18 ± 5)cm

3. Αν η πυκνότητα του σώµατος ενός ανθρώπου είναι dB = 1.076gr/cm3

και η µέτρηση αυτή έχει σχετικό σφάλµα ίσο µε αυτό των παρακάτω

περιπτώσεων, ϐρείτε για κάθε περίπτωση το απόλυτο σφάλµα

(α) 0.1%, (ϐ) 2%, (γ) 3%, (δ) 5%, (ε) 10%, (στ) 20%, (Ϲ) 30%, (η) 50%, (ϑ)

100%, (ι) 150%.

1.6 Σηµαντικά ψηφία

1.6.1 Μέτρηση της περιφέρειας του κύκλου µέσω της α-

κτίνας

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα κύκλο ακτίνας R του οποίου ϑέλουµε να µε-

τρήσουµε την περιφέρεια l. Επειδή δεν υπάρχουν ῾῾περιφερειόµετρα᾿᾿ 28, ο

απλούστερος τρόπος για να µετρήσουµε την περιφέρεια του κύκλου είναι µέσω

της γνωστή σχέση l = 2πR. Ως γνωστό το π είναι ένας άρρητος αριθµός και

εποµένως αν τον εκφράσουµε σε δεκαδική µορφή, περιέχει άπειρα ψηφία µη

επαναλαµβανόµενα. Χρησιµοποιώντας τα 6 πρώτα του ψηφία, το π γράφεται

ως π = 3.14159.... Συνήθως όµως χρησιµοποιούµε µόνο τα τρία πρώτα του

ψηφία, γράφοντας το π ως π = 3.14. Εκείνο δηλαδή που κάνουµε είναι ότι

προσεγγίζουµε τον αριθµό π, γράφοντάς τον µε µερικά µόνο από τα πρώτα ψη-

ϕία του. Ωστόσο δεν µπορούµε να είµαστε εκ των προτέρων σίγουροι ότι το µε

να γράψουµε το π ως 3.14 χρησιµοποιούµε τη σωστή προσέγγιση του π. Ποιός

ϑα µπορούσε άραγε να µας διαβεβαιώσει ότι κάνουµε λάθος χρησιµοποιώντας

µια πιο χονδροειδή προσέγγιση του π, παίρνοντάς το να είναι ίσο π.χ. µε 3
ή µε 3, 1; ΄Η ποιός ϑα µπορούσε να µας πει µε ϐεβαιότητα ότι το π, µε την

τιµή 3.14 ή µε µια ακόµα καλύτερη προσέγγιση, είναι αρκετό ώστε να δίνει

τη σωστή τιµή της περιµέτρου l, µέσα στα πλαίσια του σφάλµατός της και δεν

είναι αναγκαίο να εκφραστεί µε ακόµα περισσότερα ψηφία ;

Αντιλαµβάνεται ίσως κανείς ότι ένας άρρητος αριθµός, όπως το π, προσεγγί-

Ϲεται µε τόση καλύτερη ακρίβεια, όσο µεγαλύτερο είναι το πλήθος των ψηφίων

µε το οποίο εκφράζεται. ΄Ετσι ϑα περίµενε κανείς, όσα περισσότερα ψηφία χρη-

σιµοποιήσουµε για να εκφράσουµε το π, τόσο καλύτερα να προσεγγίσουµε την

28δεν υπάρχει η ανάγκη να υπάρχουν, αφού µπορεί κανείς να ϐρει την περιφέρεια του

κύκλου αν γνωρίζει την ακτίνα. Οπότε ακόµα κι αν υπήρχαν, µάλλον κανένας δε ϑα τα

χρησιµοποιούσε
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περίµετρο l. Ωστόσο, όπως ϑα δούµε και στη συνέχεια, αυτό δεν ισχύει και ο

λόγος είναι ότι από ένα σηµείο και µετά οι ϐελτιώσεις στην τιµή της περιµέτρου

l, λόγω των καλύτερων προσεγγίσεων του π, είναι τελείως ασήµαντες µπροστά

στο σφάλµα της µέτρησης δl και κατά συνέπεια είναι ανώφελο να προσπαθούµε

να ϐελτιώσουµε περισσότερο την τιµή της περιµέτρου, αυξάνοντας την ακρίβεια

µε την οποία προσεγγίζουµε το π. Το καλύτερο λοιπόν που ϑα µπορούσαµε να

κάνουµε, είναι να ϐρούµε τη µέγιστη δυνατή ακρίβεια 29 µε την οποία πρέπει

να εκφράσουµε το π, έτσι ώστε οι ϐελτιώσεις στην τιµή της περιµέτρου, (λόγω

της ακριβέστερης τιµής του π, που ϑα χρησιµοποιούσαµε για µια καλύτερη

προσέγγιση της περιµέτρου l), να είναι ασήµαντες µπροστά στο σφάλµα της

περιµέτρου. Ας προσπαθήσουµε λοιπόν να ϐρούµε ποιά πρέπει να είναι αυτή

η ακρίβεια.

Ας ξεκινήσουµε υποθέτοντας ότι µετράµε την ακτίνα του παραπάνω κύκλου

µε ένα χάρακα και τη ϐρίσκουµε ίση µε R = 33.3 ± 0.1cm. Χρησιµοποιώντας

τη σχέση l = 2πR ϐρίσκουµε την περιφέρεια. Εκείνο, που µένει ακόµα να

ϐρούµε, είναι το αντίστοιχο σφάλµα. Ας ϑυµηθούµε ότι το σφάλµα στην ακτίνα

συνεπάγεται την ύπαρξη ενός διαστήµατος µέσα στο οποίο είµαστε ϐέβαιοι ότι

ϐρίσκεται η πραγµατική τιµή της ακτίνας που µετρήσαµε. Στην προκειµένη

περίπτωση το διάστηµα αυτό είναι το [33.2, 33.4]cm. Η ακτίνα δηλαδή δεν µπο-

ϱεί να είναι µικρότερη από 33.2cm, αλλά ούτε και µεγαλύτερη από 33.4cm.

Αυτό έχει σα συνέπεια, η περιφέρεια του κύκλου να µην µπορεί να είναι µι-

κρότερη από την τιµή lmin = 2 × π × 33.2cm, αλλά ούτε και µεγαλύτερη από

την τιµή lmax = 2 × π × 33.4cm (δες την εικόνα 1.6).

1.6.2 Προσεγγίσεις αριθµών: Αποκοπή και στρογγυλοποί-

ηση

Πριν προχωρήσουµε ϑα κάνουµε µια µικρή παρένθεση για να εκθέσουµε µια

παρατήρηση σχετικά µε τον τρόπο µε τον οποίο προσεγγίζουµε τους αριθµούς.

Ας πούµε για παράδειγµα ότι ϑέλουµε να προσεγγίσουµε τον αριθµό 48.99913
µε δύο µόνο ψηφία. Το απλούστερο πράγµα που ϑα µπορούσε να σκεφτεί

κανείς είναι να κρατήσει τα 2 πρώτα ψηφία του αριθµού, αποκόπτοντας όλα τα

υπόλοιπα. ΄Ετσι ο αριθµός ϑα γραφόταν ως 48. Ο τρόπος αυτός προσέγγισης

ενός αριθµού ονοµάζεται αποκοπή.

Υπάρχει ωστόσο ένας ῾῾σωστότερος᾿᾿ τρόπος για να προσεγγίζουµε ένα αριθ-

µό. ΄Οπως εύκολα µπορεί να δει κανείς, ο αριθµός 48.99913 απέχει κατά

0.00087 από τον αριθµό 49, ενώ απέχει κατά 0.99913 από τον αριθµό 48. Είναι

εποµένως πιο κοντά στον αριθµό 49 απ΄ ότι στον 48 και για το λόγο αυτό ϑα

ήταν προτιµότερο να τον προσεγγίζαµε µε τον αριθµό 49 παρά µε τον αριθµό

48. Αντιλαµβάνεται κανείς ότι αν ϑέλουµε να προσεγγίσουµε ένα αριθµό µε

n ψηφία, τότε αν το υπ΄ αριθµόν n + 1 ψηφίο του αριθµού είναι µεγαλύτερο

29ή το µέγιστο αριθµό ψηφίων
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Σχήµα 1.6: Η µέγιστη lmax και η ελάχιστη lmin περίµετρος του κύκλου.

ή ίσο του 5, τότε ο αριθµός αυτός προσεγγίζεται καλύτερα αν στο ψηφίο υπ΄

αριθµόν n προσθέσουµε µία µονάδα. Αν πάλι το υπ΄ αριθµόν n + 1 ψηφίο του

αριθµού είναι µικρότερο από 5, τότε ακολουθούµε την ίδια διαδικασία µε αυτή

της αποκοπής. Ο τρόπος αυτός προσέγγισης ονοµάζεται στρογγυλοποίηση.

Χρησιµοποιώντας στρογγυλοποίηση, το µέγιστο σφάλµα, που µπορούµε να

κάνουµε στο τελευταίο ψηφίο του αριθµού µε τον οποίο προσεγγίζουµε τον

πραγµατικό αριθµό είναι 0.5. Αντιθέτως στην αποκοπή το αντίστοιχο µέγιστο

σφάλµα είναι 1. Με ϐάση αυτή την παρατήρηση η στρογγυλοποίηση είναι

ακριβέστερη από την αποκοπή στην προσέγγιση ενός αριθµού και γι αυτό είναι

συνήθως προτιµότερη.

Κάποιος παρατηρητικός ϑα µπορούσε να πει ότι στην περίπτωση που το

υπ΄ αριθµόν n + 1 ψηφίο του αριθµού είναι ίσο µε 5, χωρίς ο αριθµός να έχει

άλλα ψηφία, τότε ο αριθµός αυτός ισαπέχει από τον αριθµό που προκύπτει

µε αποκοπή και απ΄ αυτό που προκύπτει µε στρογγυλοποίηση. ΄Οντως αυτό

είναι σωστό και γι΄ αυτή ειδικά την περίπτωση κανείς µπορεί να επιλέξει να

στρογγυλοποιήσει ή να αποκόψει τον αριθµό. Αν εµφανίζονται πολλές τέτοιες

περιπτώσεις και πρέπει να υπολογιστεί κάποιος µέσος όρος, το καλύτερο ϑα

ήταν να γίνεται εναλλάξ αποκοπή και στρογγυλοποίηση των αριθµών µε τυχαίο

τρόπο. Από την άλλη, αν το υπ΄ αριθµόν n + 1 ψηφίο του αριθµού είναι ίσο µε

5 και υπάρχουν κι άλλα ψηφία στον αριθµό, µη µηδενικά, τότε η προσθήκη

της µονάδας στο υπ΄ αριθµόν n ψηφίο είναι απολύτως συµβατή µε την ιδέα της

στρογγυλοποίησης.
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1.6.3 Ποιά προσέγγιση του π ϑα πάρουµε ;

Ας χρησιµοποιήσουµε τώρα διάφορες προσεγγίσεις για την τιµή του π για να

ϐρούµε την περίµετρο l και το σφάλµα της δl. Οι τιµές που ϐρίσκουµε για

τις διαφορετικές προσεγγίσεις του π παρουσιάζονται στον πίνακα 1.2. ΄Οπως

µπορεί να δει κανείς απ΄ αυτό τον πίνακα, το σφάλµα δl ελάχιστα διαφορο-

ποιείται µε την διαφορετική προσέγγιση του π. Εξ άλλου µια τέτοια µικρή

διαφοροποίηση, όπως αυτή που ϐλέπουµε στον εν λόγω πίνακα, είναι τελείως

ασήµαντη για να τη ϑεωρήσουµε ως ουσιαστική διαφοροποίηση, δεδοµένου

ότι το σφάλµα όπως το υπολογίζουµε, (ως την ελάχιστη δυνατή διαφο-

ϱά που µπορούµε να µετρήσουµε), είναι µια σχετικά υπερεκτιµηµένη

εκτίµηση της απόστασης ανάµεσα στην πραγµατική τιµή και στην τιµή

της µέτρησης. Εποµένως µικρές διαφοροποιήσεις του σφάλµατος, ό-

πως αυτές του πίνακα, δεν προσφέρουν ουσιαστικά κάποια επιπλέον

πληροφορία για το σφάλµα. Μπορούµε δηλαδή άφοβα να ϑεωρήσουµε ότι

το σφάλµα δl είναι 0.6cm σε κάθε περίπτωση, ή το πολύ - πολύ ίσο µε 0.63cm,

όπως προκύπτει από τη στρογγυλοποίηση. ΄Εχοντας λοιπόν ξεκαθαρίσει ότι

το σφάλµα δl είναι της τάξης του 0.6cm, ϑα πρέπει στη συνέχεια να ϐρούµε

ποιά είναι η προσέγγιση του π, για την οποία η αµέσως καλύτερή της

δε ϐελτιώνει την τιµή της περιµέτρου l κατά ένα σηµαντικό ποσό σε

σχέση µε το σφάλµα. Οι ϐελτιώσεις στην τιµή του l 30, ϕαίνονται στην τε-

λευταία στήλη του πίνακα 1.2. ΄Οπως ϕαίνεται στη στήλη αυτή, η τιµής της

περιµέτρου ϐελτιώνεται κατά 0.1332cm, όταν το π από 3.14, πάρει την ακρι-

ϐέστερη τιµή του 3.142, ενώ η αντίστοιχη ϐελτίωση στην τιµή της περιµέτρου,

όταν το π πάρει την τιµή 3.14, από 3.1, είναι 2.664. Κατά συνέπεια η ϐελτίωση

στην τιµή της περιµέτρου γίνεται ασήµαντη σε σχέση µε το σφάλµα, όταν το π
πάρει την τιµή 3.142. Εποµένως η αµέσως προηγούµενη τιµή του π, (δηλαδή

η 3.14) είναι εκείνη που είναι αρκετή ως προσέγγιση και εποµένως µπορεί να

χρησιµοποιηθεί για το π, στο συγκεκριµένο πρόβληµα.

π lmin l lmax δl βελτίωση στο l

3 199.2 199.8 200.4 0.6
3.1 205.84 206.46 207.08 0.62 6.66
3.14 208.496 209.124 209.752 0.628 2.664
3.142 208.6288 209.2572 209.8856 0.6284 0.1332
3.1416 208.60224 209.23056 209.85888 0.62832 -0.02664
3.14159 208.601576 209.229894 209.858212 0.628318 -0.00666

Πίνακας 1.2: Η περίµετρος του κύκλου σε cm για τιµές του π αυξανόµενης ακρίβειας,

µε R = 33.3 ± 0.1cm.

30δηλαδή οι διαφορές ανάµεσα στις τιµές της περιµέτρου l για την τρέχουσα προσέγγιση του

π και την προηγούµενη καλύτερη
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Ας υποθέσουµε τώρα ότι µετράµε την ακτίνα του κύκλου µε ένα άλλο όρ-

γανο µέτρησης που έχει σφάλµα µόνο 0.01cm και ας υποθέσουµε ότι η νέα

ακριβέστερη µέτρηση έχει την ίδια τιµή 33.3cm. Μπορούµε έτσι να γράψουµε

l = 33.30 ± 0.01cm. Ας δούµε τώρα πώς διαµορφώνεται ο αντίστοιχος πίνακας

1.2 σ΄ αυτή την περίπτωση. Ο νέος πίνακας ϑα είναι ο πίνακας 1.3. Επειδή

π lmin l lmax δl βελτίωση στο l

3 199.74 199.8 199.86 0.06
3.1 206.398 206.46 206.522 0.062 6.66
3.14 209.0612 209.124 209.1868 0.0628 2.664
3.142 209.19436 209.2572 209.32004 0.06284 0.1332
3.1416 208.60224 209.23056 209.293392 0.062832 -0.02664
3.14159 209.1670622 209.229894 209.2927258 0.0628318 -0.000666

Πίνακας 1.3: Η περίµετρος του κύκλου σε cm για τιµές του π αυξανόµενης ακρίβειας,

µε R = 33.30 ± 0.01cm.

από µαθηµατικής απόψεως η τιµή της ακτίνας είναι η ίδια και αλλάζει µόνο

το σφάλµα, οι τιµές της περιµέτρου l του πίνακα 1.3 είναι ίδιες µε αυτές του

πίνακα 1.2. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα και οι διαφορές τους για κάθε καλύτερη

προσέγγιση του π να είναι ίδιες µ΄ αυτές του πίνακα 1.2. Η αλλαγή όµως στην

τιµή του σφάλµατος διαφοροποιεί τα πράγµατα σε σχέση µε τον πίνακα 1.2.

΄Οπως µπορούµε πολύ εύκολα να δούµε, σ΄ αυτή την περίπτωση η προσέγγιση

3.14 για το π δεν είναι αρκετή. Το π στην περίπτωσή µας ϑα πρέπει να προσεγ-

γιστεί τουλάχιστον µε 3.142, ώστε η ϐελτίωση στην τιµή της περιµέτρου λόγω

του ακριβέστερου π, να είναι ασήµαντη µπροστά στο σφάλµα δl.

1.6.4 Η σωστή προσέγγιση της περιφέρειας

Μέχρι στιγµής καταφέραµε να προσδιορίσουµε την προσέγγιση του π που µας

αρκεί για να λύσουµε το πρόβληµά µας, έχοντας παράλληλα κατανοήσει ότι µια

καλύτερη προσέγγιση του π δεν έχει να µας ωφελήσει σε τίποτα. ΄Οπως είπαµε,

οτιδήποτε είναι µικρότερο κατά πολύ από το σφάλµα, είναι ασήµαντο και δεν

έχει νόηµα να το λαµβάνουµε υπ΄ όψη, από τη στιγµή που το ίδιο το σφάλµα δεν

είναι η ακριβής διαφορά ανάµεσα στην πραγµατική και στη µετρούµενη τιµή

ενός µεγέθους 31. Στη ϐάση αυτής της λογικής, αντιλαµβάνεται κανείς ότι τα

µικρότερης αξίας ψηφία µιας έµµεσης µέτρησης, που προκύπτουν λόγω

αριθµητικών πράξεων, δε ϑα έχουν καµιά αξία αν η συνεισφορά τους

στον αριθµό είναι πολύ µικρότερη από το σφάλµα της µέτρησης. Με

ϐάση εποµένως αυτή τη λογική, ενδέχεται, ορισµένα από τα τελευταία ψηφία

31αν ήταν, ϑα γνωρίζαµε και την πραγµατική τιµή του µεγέθους, την οποία όπως είπαµε δε

ϑα τη µάθουµε ποτέ
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της τιµής της περιµέτρου l, να µην πρέπει να ληφθούν υπ΄ όψη στην τιµή

του, όταν το σφάλµα ϑα είναι αρκετά µεγαλύτερο απ΄ αυτά. Κατά συνέπεια η

τιµή της περιµέτρου, για την περίπτωση που R = 33.3cm, για την οποία το

π ϑα πρέπει να πάρει τουλάχιστον την τιµή 3.14, την οποία ϐρήκαµε ίση µε

l = 209.124cm, ϑα πρέπει απλώς να γραφεί ως l = 209cm, αφού, όπως ϕαίνεται

από τον πίνακα 1.2, το σφάλµα δl = 0.6cm είναι αρκετά µεγαλύτερο από τη

συνεισφορά των τριών τελευταίων ψηφίων (1, 2 και 4) στην τιµή της περιφέρειας

l. Οµοίως, στη δεύτερη περίπτωση, για την οποία έχουµε την ίδια αριθµητική

τιµή για τη µέτρηση του R, για την οποία το π πρέπει όπως είπαµε να γραφεί ως

3.142, η τιµή της περιµέτρου l την οποία ϐρήκαµε ίση µε l = 209.2572cm, και

εποµένως ϑα πρέπει να τη γράψουµε ως l = 209.3cm, αφού το το σφάλµα είναι

δl = 0.06cm, και εποµένως (όπως ϕαίνεται στον πίνακα 1.3), η συνεισφορά των

ψηφίων µετά το τέταρτο (5, 7 και 2) είναι ασήµαντη σε σχέση µε το σφάλµα.

1.6.5 Σηµαντικά ψηφία µιας άµεσης µέτρησης

∆ηµιουργείται εποµένως η αναγκαιότητα να µπορούµε να αντιληφθούµε ποιά

ψηφία µιας µέτρησης (έµµεσης ή άµεσης) εκφράζουν πραγµατικά τη µετρού-

µενη ποσότητα, µέσα στα όρια του σφάλµατος που κάθε ϕορά υπάρχει. Τα

ψηφία αυτά τα ονοµάζουµε σηµαντικά ψηφία της µέτρησης. Αν ϑέλαµε

εποµένως να δώσουµε ένα ορισµό των σηµαντικών ψηφίων ϑα λέγαµε ότι

Σηµαντικά ψηφία µιας µέτρησης είναι τα ψηφία που εκφράζουν τη

µέτρηση και είναι αποτέλεσµα της µέτρησης (έµµεσης ή άµεσης).

Σε µια άµεση µέτρηση ο αριθµός των σηµαντικών ψηφίων καθορίζεται από τον

αριθµό των µικρότερων υποδιαιρέσεων του οργάνου που παριστάνει τη µέτρη-

ση. ΄Ετσι η άµεση µέτρηση 33.3cm της ακτίνας του παραπάνω παραδείγµατος,

του οποίου η µικρότερη υποδιαίρεση είναι 0.1cm (δηλαδή ένα χιλιοστό), α-

ποτελεί ουσιαστικά µέτρηση 333 χιλιοστών του µέτρου και εποµένως έχει 3
σηµαντικά ψηφία. ΄Εχοντας τρία σηµαντικά ψηφία η µέτρηση, αυτοµάτως υ-

ποδηλώνει ότι το σφάλµα ϐρίσκεται στο τελευταίο (τρίτο) σηµαντικό ψηφίο.

Σηµαίνει ακόµα ότι το όργανο µέτρησης είχε την ικανότητα να διακρίνει και να

µετρήσει τις αποστάσεις 33.1, 33.2, 33.3, 33.4, 33.6cm και η µέτρηση πήρε µία

απ΄ αυτές τις τιµές, την 33.3.

Τα µηδενικά, ως σηµαντικά ψηφία, στο τέλος του αριθµού

Κατ΄ αναλογία η άµεση µέτρηση της ίδιας απόστασης µε το άλλο όργανο µέτρη-

σης, του οποίου η µικρότερη υποδιαίρεση είναι 0.01cm (δηλαδή ένα δέκατο του

χιλιοστού), αποτελεί µέτρηση 3330 δεκάτων του χιλιοστού του µέτρου και κατά

συνέπεια η µέτρηση αυτή πρέπει να γραφεί µε 4 σηµαντικά ψηφία. Γραµµένη

όµως η µέτρηση ως 33.3cm, δε µας επιτρέπει να αντιληφθούµε την ύπαρξη

του τέταρτου σηµαντικού ψηφίου. Για το λόγο αυτό η µέτρηση 33.3cm που
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έχει γίνει µε 4 σηµαντικά ψηφία, ϑα γράφεται κατά σύµβαση ως 33.30cm. ΄Ε-

τσι ϑα εµφανίζονται 4 αντί για 3 ψηφία. Τα µηδενικά εποµένως στο τέλος

του αριθµού, είναι αναγκαίο να υπάρχουν αν πρόκειται να δηλώσουµε

δι΄ αυτών την ύπαρξη σηµαντικών ψηφίων. Αν πρέπει να προσθέσουµε

µηδενικά για να έχουµε το σωστό αριθµό σηµαντικών ψηφίων και ο αριθµός

που εκφράζει τη µέτρηση είναι ακέραιος, τότε απλώς ϐάζουµε υποδιαστολή και

προσθέτουµε τα µηδενικά. Αν πάλι ο αριθµός που εκφράζει τη µέτρηση δεν

είναι ακέραιος, τότε απλώς προσθέτουµε τα ανάλογα µηδενικά στο τέλος του

αριθµού.

Από µαθηµατικής άποψης οι αριθµοί 33.3 και 33.30 παραµένουν ακριβώς

οι ίδιοι. Από τη σκοπιά όµως των µετρήσεων, η άµεση µέτρηση 33.30cm υπο-

δηλώνει ότι το όργανο µέτρησης µπορούσε να µετρήσει 4 ψηφία και το τέταρτο

και τελευταίο ψηφίο που µέτρησε ήταν το µηδέν. Το τελευταίο µηδενικό δη-

λαδή µετρήθηκε και ϐγήκε µηδέν, όπως ακριβώς µετρήθηκαν και τα µηδενικά

στη µέση του αριθµού 1, 000000001, ο οποίος είναι γραµµένος µε 10 σηµαν-

τικά ψηφία. Στην περίπτωση της µέτρησης 33.30cm το όργανο µέτρησης είχε

την ικανότητα να διακρίνει και να µετρήσει τις αποστάσεις 33.28, 33.29, 33.30,

33.31, 33.32cm και η µέτρηση πήρε την τιµή 33.30cm. ΄Οπως και στην προη-

γούµενη περίπτωση έτσι κι εδώ το σφάλµα ϐρίσκεται στο τελευταίο ψηφίο της

µέτρησης (εδώ στο τέταρτο). ΄Οταν εποµένως εµφανίζονται µηδενικά στο

τέλος ενός αριθµού, αυτά κατά σύµβαση τα ϑεωρούµε σηµαντικά ψηφία

της µέτρησης.

Τα µηδενικά, ως µη σηµαντικά ψηφία, στο τέλος ενός αριθµού

Υπάρχει ωστόσο το ενδεχόµενο να εµφανίζονται µηδενικά στο τέλος ενός αριθ-

µού, χωρίς αυτά να είναι σηµαντικά ψηφία της µέτρησης. Αν αυτά εµφανιστούν

µετά την υποδιαστολή, τότε απλώς δεν τα γράφουµε, αφού από µαθηµατικής

άποψης δε µας προσφέρουν τίποτα. Αν όµως εµφανιστούν πριν την υποδια-

στολή, τότε διαφαίνεται ένα µικρό πρόβληµα σε ότι αφορά το πώς ϑα γραφεί

ο αριθµός µε τα σωστά σηµαντικά ψηφία. Πώς ϑα γράφαµε για παράδειγµα

τον αριθµό 1500000 µε 3 σηµαντικά ψηφία ; Το πρόβληµα λύνεται πάλι µε µια

σύµβαση που κάνουµε, σύµφωνα µε την οποία γράφουµε τον αριθµό µε το

σωστό αριθµό σηµαντικών ψηφίων και τα µηδενικά που περισσεύουν τα

γράφουµε µε τη µορφή δύναµης ως 10n. ΄Ετσι στο παράδειγµά µας, τον α-

ϱιθµό 1500000 εκφρασµένο µε 3 σηµαντικά ψηφία, τον γράφουµε ως 150×104.

Αυτό σηµαίνει ενδεχοµένως ότι το όργανο µε το οποίο έγινε η µέτρηση είχε

την ικανότητα να διακρίνει και να µετρήσει τις ποσότητες 1480000, 1490000,

1500000, 1510000, 1520000, (ή καλύτερα τις ποσότητες 148 × 104, 149 × 104,

150 × 104, 151 × 104, 152 × 104) και κατά τη µέτρηση έβγαλε 150 × 104. Κατ΄

αναλογία µε όσα είπαµε παραπάνω, αντιλαµβάνεται κανείς ότι το σφάλµα της

µέτρησης ϐρίσκεται στο τρίτο σηµαντικό ψηφίο. Αν ο αριθµός παρέµενε µε

την αρχική του µορφή ως 1500000, τότε ϑα έπρεπε να ϑεωρήσουµε ότι είχε 7
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σηµαντικά ψηφία και ότι το σφάλµα ϐρισκόταν στο έβδοµο σηµαντικό ψηφίο

του.

Μηδενικά στην αρχή του αριθµού

Είδαµε λοιπόν πώς να χειριζόµαστε τα µηδενικά που ϐρίσκονται στο τέλος ενός

αριθµού. Τι γίνεται όµως µε µηδενικά που ϐρίσκονται στην αρχή ενός αριθµού.

Προφανώς αν ο αριθµός γράφεται µε τη µορφή δεκαδικού αριθµού του οποίου

το ακέραιο µέρος είναι µη µηδενικό, (π.χ. 10.025), τότε δεν υπάρχει κανένα

νόηµα να υπάρχουν µηδενικά στην αρχή του αριθµού. Τα µηδενικά είναι ανα-

πόφευκτα στην αρχή του αριθµού αν ο αριθµός γράφεται µε δεκαδική µορφή

και έχει µηδενικό ακέραιο µέρος (π.χ. 0.00010025). ΄Οµως τα µηδενικά αυτά

µπορούν να απαλειφθούν µε µια αλλαγή κλίµακας, πολλαπλασιάζοντας τον

αριθµό µε µια κατάλληλη δύναµη του 10. Ο αριθµός 0.00010025 ϑα µπορούσε

για παράδειγµα να γραφεί ως 100.25 × 10−6. ΄Ετσι γραµµένος σύµφωνα µε

την παραπάνω σύµβαση έχει 5 σηµαντικά ψηφία, όπως και ο αριθµός 10.025.

Αντιλαµβάνεται λοιπόν κανείς ότι αν ένας αριθµός είναι γραµµένος µε τη

δεκαδική µορφή και το ακέραιο µέρος του είναι µηδέν, τότε όλα τα µη-

δενικά που ϐρίσκονται στην αρχή του αριθµού και ακολουθούν αµέσως

µετά την υποδιαστολή είναι µη σηµαντικά ψηφία. Το πρώτο σηµαντικό

ψηφίο είναι το πρώτο µη µηδενικό και ακολουθούν κατά σειρά τα υπό-

λοιπα. ΄Ετσι ο αριθµός 0.00010025 µπορεί να γραφεί µε όλους τους παρακάτω

τρόπους, διατηρώντας τον ίδιο αριθµό (5) σηµαντικών ψηφίων.

0.00010025 = 0.0010025 × 10−1

= 0.010025 × 10−2

= 0.10025 × 10−3

= 1.0025 × 10−4

= 10.025 × 10−5

= 100.25 × 10−6

= 1002.5 × 10−7

= 10025 × 10−8

1.6.6 Σηµαντικά ψηφία µιας έµµεσης µέτρησης

Είδαµε στην προηγούµενη υποπαράγραφο, ποιά είναι τα σηµαντικά ψηφία

µιας άµεσης µέτρησης και καθορίσαµε κανόνες σύµφωνα µε τους οποίους ϑα

τα γράφουµε και ϑα τα αντιλαµβανόµαστε. Εκτός από τη χρησιµότητα, που

έχουν τα σηµαντικά ψηφία στην παράσταση των άµεσων µετρήσεων, η κύρια

χρησιµότητά τους είναι στην παράσταση των έµµεσων µετρήσεων. Αν ανατρέ-

ξουµε στα δύο προηγούµενα παραδείγµατα αυτής της παραγράφου, όπου µέσω
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της ακτίνας του κύκλου προσδιορίζαµε την περίµετρό του, µπορούµε να πα-

ϱατηρήσουµε ότι καθώς αυξήθηκε η ακρίβεια µε την οποία προσδιορίσαµε την

ακτίνα R του κύκλου, αυξήθηκε και ο ελάχιστος αριθµός των ψηφίων µε τον

οποίο πρέπει να εκφράσουµε το π, και ο ελάχιστος αριθµός των ψηφίων µε τον

οποίο πρέπει να εκφράσουµε την περιφέρεια l του κύκλου. Αύξηση εποµένως

των σηµαντικών ψηφίων στην ακτίνα R συνεπάγεται αύξηση των σηµαντικών

ψηφίων στην περίµετρο l, αλλά και αύξηση των ῾῾σηµαντικών᾿᾿ ψηφίων του π.

Προφανώς το π δεν προέρχεται από µέτρηση, αλλά είναι ένας αριθµός. ΄Ο-

µως ως άρρητος αριθµός που είναι, δεν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε όλα

του τα ψηφία στις πράξεις µας, αλλά µια προσέγγισή του. Κατά συνέπεια ϑα

µπορούσε κανείς να πει ότι η τιµή του π που χρησιµοποιούµε έχει ένα σφάλµα.

Η µόνη διαφορά του σφάλµατος αυτού από το σφάλµα των µετρήσεων, είναι ότι

ϑεωρητικά το σφάλµα στο π µπορεί να προσδιοριστεί ακριβώς, αν ϑεωρήσουµε

ότι το π είναι ένας γνωστός αριθµός, ενώ την πραγµατική τιµή ενός µεγέθους

δεν µπορούµε µε κανένα τρόπο να τη γνωρίζουµε και εποµένως το σφάλµα

µιας µέτρησης είναι απλώς µια εκτίµηση της αβεβαιότητας µε την οποία προ-

σεγγίζουµε την πραγµατική τιµή. Κατά συνέπεια η ύπαρξη του σφάλµατος

που κάνουµε στο π, µας επιτρέπει να το χειριστούµε σα να προέρχεται από

µέτρηση.

Εκείνο που επίσης µπορούµε να παρατηρήσουµε είναι ότι στην περίπτωση

που το R το µετράµε µε 3 σηµαντικά ψηφία (πρώτη περίπτωση), τότε τόσο το l
όσο και το π γράφονται µε 3 σηµαντικά ψηφία. Στη δεύτερη περίπτωση που το

R το γράφουµε µε 4 σηµαντικά ψηφία, τότε τόσο το l όσο και το π γράφονται

µε 4 σηµαντικά ψηφία. Αυτό είναι ένα γενικό συµπέρασµα και δε συµβαίνει

µόνο στα παραδείγµατα που είδαµε. Αν δηλαδή έχουµε µια έµµεση µέ-

τρηση που εξαρτάται από µια και µόνη άµεση µέτρηση, τότε ο αριθµός

των σηµαντικών ψηφίων του µεγέθους της έµµεσης µέτρησης πρέπει

να είναι ίσος µε τον αριθµό των ψηφίων του µεγέθους της άµεσης µέ-

τρησης. Αν στην έµµεση µέτρηση εµπλέκονται άρρητοι αριθµοί όπως το π ή

το
√

2 κ.τ.λ., τότε οι αριθµοί αυτοί ϑα πρέπει να προσεγγίζονται µε τον ίδιο

αριθµό ῾῾σηµαντικών᾿᾿ ψηφίων. Ακόµα καλύτερα ϑα ήταν οι αριθµοί αυτοί να

προσεγγίζονται µε ένα ψηφίο επιπλέον των σηµαντικών, ώστε να εξαλειφθεί η

πιθανότητα να εισαχθούν οποιαδήποτε σφάλµατα.

Τι γίνεται όµως στην περίπτωση που η έµµεση µέτρηση εξαρτάται από πε-

ϱισσότερες από µια µετρήσεις, των οποίων µάλιστα ο αριθµός των σηµαντικών

ψηφίων ενδέχεται να διαφέρει. Σε κάθε περίπτωση τα σφάλµατα που ϑα µε-

ταφερθούν στο µέγεθος της έµµεσης µέτρησης ϑα προέρχονται κυρίως από τη

µέτρηση µε το µικρότερο αριθµό σηµαντικών ψηφίων. Μπορούµε εποµένως για

τον υπολογισµό των σηµαντικών ψηφίων της έµµεσης µέτρησης, χωρίς ϐλάβη

της της γενικότητας να ϑεωρήσουµε ότι ανάµεσα σε δύο άµεσες µετρήσεις, που

χρειάζονται για τον υπολογισµό της έµµεσης µέτρησης, η µέτρηση µε το µε-

γαλύτερο αριθµό σηµαντικών ψηφίων δεν έχει σφάλµα. Εποµένως το σφάλµα

ϑα προέρχεται µόνο από την άλλη µέτρηση µε το µικρότερο αριθµό σηµαντι-
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κών ψηφίων και εποµένως αυτός ο αριθµός ϑα προσδιορίσει και τον αριθµό

των σηµαντικών ψηφίων του µεγέθους της έµµεσης µέτρησης. Κατά συνέπεια,

αν µια έµµεση µέτρηση προκύπτει ως αποτέλεσµα µετρήσεων περισσό-

τερων του ενός µεγεθών, τότε ο αριθµός των σηµαντικών ψηφίων της

έµµεσης µέτρησης είναι ίσος µε τον αριθµό των σηµαντικών ψηφίων

που έχει η µέτρηση µε το µικρότερο αριθµό σηµαντικών ψηφίων.

1.6.7 Σηµαντικά ψηφία του σφάλµατος

Επειδή το σφάλµα µιας µέτρησης είναι το µέτρο της αβεβαιότητας µε

την οποία η µέτρηση προσεγγίζει την αληθινή τιµή, δεν µπορεί το λιγό-

τερο σηµαντικό ψηφίο µιας µέτρησης να είναι περισσότερο σηµαντικό

από το σφάλµα. ∆ε ϑα µπορούσαµε π.χ. να έχουµε µια µέτρηση µήκους

x = 1.74m και ένα σφάλµα δx = 0.0001m. ΄Ενα τέτοιο σφάλµα ϑα σήµαινε ότι

µπορούµε να µετρήσουµε αποστάσεις µήκους που να είναι ακέραια πολλαπλά-

σια του δx. ∆ηλαδή ϑα µπορούσαµε να µετρήσουµε ένα µήκος x = 1.7401m
x = 1.7402m x = 1.7403m κ.τ.λ. Εποµένως είτε αυτή η µέτρηση µήκους είναι

γραµµένη λάθος και ϑα έπρεπε να γραφεί σαν x = 1.7400m (οπότε ϑα έχει

5 σηµαντικά ψηφία αντί για 3), είτε το σφάλµα ϑα πρέπει να είναι µεγαλύτε-

ϱο και τουλάχιστον ίσο µε 0.01m. Στην καλύτερη περίπτωση ϑα µπορούσαµε

στο παραπάνω παράδειγµα να δεχτούµε ένα σφάλµα το οποίο ϑα µπορούσε να

είναι το λιγότερο ίσο µε 0.005m.

Κατ΄ αναλογία, δεν µπορεί το λιγότερο σηµαντικό ψηφίο µιας µέτρη-

σης να είναι λιγότερο σηµαντικό από το σφάλµα. ∆ε ϑα είχε νόηµα π.χ.

να είχαµε µια µέτρηση x = 1.745m και να είχαµε ένα σφάλµα 0.1m. Με τέτοιο

σφάλµα ϑα µπορούσαµε να µετρήσουµε αποστάσεις που να είναι πολλαπλάσιες

του σφάλµατος. Θα µπορούσαµε δηλαδή να µετρήσουµε 1.5m, 1.6m, 1.7m,

1.8m κ.τ.λ. Εποµένως είτε η µέτρηση είναι λάθος και ϑα πρέπει να στρογγυλο-

ποιηθεί σε x = 1.7m32, είτε το σφάλµα είναι λάθος και ϑα πρέπει να γίνει της

τάξεως του 0.001m.

Αντιλαµβανόµαστε κατά συνέπεια ότι

το σφάλµα πρέπει να είναι το ίδιο σηµαντικό µε το ελάχιστα σηµαν-

τικό ψηφίο µιας µέτρησης. Για το λόγο αυτό το σφάλµα πρέπει να

αποδίδεται µε ένα µόνο σηµαντικό ψηφίο.

Αν λοιπόν µετά από πράξεις προκύψει ένα σφάλµα µε περισσότερα από ένα

σηµαντικά ψηφία, ϑα πρέπει, ακολουθώντας τους παραπάνω κανόνες στρογ-

γυλοποίησης, να το στρογγυλοποιούµε σε ένα µόνο σηµαντικό ψηφίο. Στην

καλύτερη περίπτωση ϑα µπορούσαµε να δεχθούµε ένα σφάλµα γραµµένο µε

δύο σηµαντικά ψηφία. Σφάλµα όµως γραµµένο µε τρία σηµαντικά ψηφία, δε

ϑα είχε κανένα νόηµα.

32απόσταση 0.045m είναι ασήµαντη µπροστά στο σφάλµα
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1.6.8 Σχετικό σφάλµα και σηµαντικά ψηφία 33

Είδαµε νωρίτερα ότι την ακρίβεια µιας µέτρησης την καθορίζει το σχετικό σφάλ-

µα. Στην παράγραφο αυτή είδαµε ότι η ακρίβεια µιας µέτρησης καθορίζεται

και από τον αριθµό των σηµαντικών ψηφίων µε τα οποία γράφεται. Κατά συ-

νέπεια κάποια σχέση πρέπει να υπάρχει ανάµεσα στα σηµαντικά ψηφία µιας

µέτρησης και στο σχετικό σφάλµα της.

Αν µια µέτρηση γράφεται µε n σηµαντικά ψηφία, τότε ϑα περιµέναµε το

σφάλµα της να ϐρίσκεται στο n-οστό σηµαντικό ψηφίο της. Αν γράφαµε τη

µέτρηση ως d1d2 . . . dn, όπου τα d1, d2, . . ., dn παριστάνουν τα σηµαντικά ψηφία

της µέτρησης, (0 ≤ d1, d2, . . . , dn ≤ 9, d1 6= 0) τότε το σφάλµα της ϑα ήταν en,

όπου 1 ≤ en ≤ 9 είναι ένα ψηφίο. Το σχετικό σφάλµα ϑα ήταν

δx

x
=

en

d1d2 . . . dn

=
en

d1.d2 . . . dn

× 10−(n−1). (1.25)

Επειδή

1 ≤ d1.d2 . . . dn < 10 =⇒ 10−1 =
1

10
<

1

d1.d2 . . . dn

≤ 1

και 1 ≤ en ≤ 9, διαιρώντας τις δυο σχέσεις κατά µέλη παίρνουµε

10−1 <
en

d1.d2 . . . dn

≤ 9 =⇒ 10−n <
δx

x
≤ 9 × 10−n+1 < 10−n+2 (1.26)

Λογαριθµώντας την τελευταία σχέση ϐρίσκουµε

log 10−n < log
δx

x
< log 10−n+2 =⇒ n > − log

δx

x
> n − 2 (1.27)

΄Αρα το ακέραιο µέρος του − log(δx/x) ϑα είναι ίσο µε n − 1 ή

n = Int

[

− log

(

δx

x

)]

+ 1. (1.28)

΄Ετσι αν π.χ. το σχετικό σφάλµα είναι 0.001, τότε ο αρνητικός λογάριθµος του

σχετικού σφάλµατος είναι 3, οπότε n = 4.

Εποµένως όντως τα σηµαντικά ψηφία σχετίζονται µε το σχετικό σφάλµα και

λόγω αυτής της σχέσης τους περιγράφουν την ακρίβεια της µέτρησης. ΄Οσα πε-

ϱισσότερα είναι τα σηµαντικά ψηφία µιας µέτρησης, τόσο πιο ακριβής

είναι η µέτρηση.

33σε πρώτη ανάγνωση µπορεί κανείς να παραλείψει αυτή την υποπαράγραφο, κρατώντας

µόνο την εξίσωση 1.28 και το συµπέρασµα, που συνοψίζεται στην τελευταία πρόταση της

υποπαραγράφου
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1.6.9 Εν κατακλείδι ...

• Μια µέτρηση γράφεται µε τόσα ψηφία όσα είναι τα σηµαντικά της ψηφία.

• Αν ο αριθµός που εκφράζει τη µέτρηση έχει δεκαδικό µέρος, τότε τα

µηδενικά που ϐρίσκονται στο τέλος του αριθµού είναι σηµαντικά ψηφία.

• Αν ο αριθµός που εκφράζει τη µέτρηση έχει µόνο ακέραιο µέρος και τα

τελευταία του ψηφία είναι µηδενικά, τότε αν n είναι τα σηµαντικά ψηφία

της µέτρησης, γράφουµε τον αριθµό µε τα n πρώτα ψηφία του, και τα

µηδενικά που περισσεύουν τα γράφουµε µε τη µορφή δύναµης του 10.

• Αν ο αριθµός που εκφράζει τη µέτρηση γράφεται µε δεκαδική µορφή

της οποίας το ακέραιο µέρος είναι µηδέν, τότε όσα µηδενικά ακολουθούν

αµέσως µετά την υποδιαστολή δεν είναι σηµαντικά ψηφία. Το πρώτο

σηµαντικό ψηφίο της µέτρησης είναι το πρώτο µη µηδενικό ψηφίο και

ακολουθούν τα υπόλοιπα, εφ΄ όσον υπάρχουν.

• Σε µια άµεση µέτρηση ο αριθµός των σηµαντικών ψηφίων είναι ίσος µε

τον αριθµό των ψηφίων που µετρήθηκαν.

• Ο αριθµός των σηµαντικών ψηφίων µιας έµµεσης µέτρησης είναι ίσος

µε τον αριθµό των σηµαντικών ψηφίων που έχει η άµεση µέτρηση µε το

µικρότερο αριθµό σηµαντικών ψηφίων, η οποία συµµετέχει στον υπολο-

γισµό της έµµεσης µέτρησης.

• Εφ΄ όσον, µετά από αριθµητικές πράξεις, ο αριθµός των ψηφίων µιας

έµµεσης µέτρησης είναι µεγαλύτερος από τον αριθµό των σηµαντικών

ψηφίων της, τότε στρογγυλοποιούµε τον αριθµό ώστε να γράφεται µε το

σωστό αριθµό σηµαντικών ψηφίων.

• Το σφάλµα γράφεται µε ένα (ή το πολύ πολύ δύο) σηµαντικά ψηφία.

• Το σχετικό σφάλµα σχετίζεται µε τον αριθµό σηµαντικών ψηφίων µέσω

της σχέσης 1.28

1.6.10 Ασκήσεις

1. Γράψτε τους παρακάτω αριθµούς µε 3 σηµαντικά ψηφία, χρησιµοποιών-

τας στρογγυλοποίηση

(α) 830000, (ϐ) 92899, (γ) 0.0092899, (δ) 3.14159, (ε) 3.5, στ) 0.01001

2. Γράψτε τους παρακάτω αριθµούς µε 4 σηµαντικά ψηφία, χρησιµοποιών-

τας στρογγυλοποίηση

(α) 830000, (ϐ) 92899, (γ) 0.0092899, (δ) 3.14159, (ε) 3.5, στ) 0.01001
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3. Πόσα σηµαντικά ψηφία έχουν οι παρακάτω αριθµοί

α) 0.000001, ϐ) 0.0000010, γ) 0.00100001, δ) 150.00, ε) 23000, στ) 230×102,

Ϲ) 230.0 × 102

4. Υπολογίστε τα αντίστοιχα µεγέθη του πίνακα 1.2 για R = 18.1cm και για

R = 18.10cm. Μέσω του πίνακα αυτού ϐρείτε µε πόσα ψηφία πρέπει να

εκφράζεται το π. Πόσο ϑα είναι τότε η τιµή της περιµέτρου l και πόσο το

σφάλµα της δl.

5. Μετρήσαµε τις πλευρές a και b ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου και

τις ϐρήκαµε ίσες µε a = 15.3 ± 0.1cm και b = 8.3 ± 0.1cm. Υπολογί-

στε το εµβαδόν του και το σφάλµα του, χρησιµοποιώντας αντίστοιχους

συλλογισµούς όπως µε αυτούς αυτής της παραγράφου.

1.7 Σφάλµατα εµµέσων µετρήσεων - ∆ιάδοση σφαλ-

µάτων

1.7.1 Το πρόβληµα

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα µέγεθος A, το οποίο εξαρτάται από τα µεγέθη

Q1, Q2, . . ., Qn, δηλαδή A = A(Q1, Q2, . . . , Qn). ΄Ενα τέτοιο µέγεθος είναι

π.χ. η πυκνότητα d, που εξαρτάται από τη µάζα m και από τον όγκο V αυτής

της µάζας, (d = m/V ). Αν υποθέσουµε ότι τα µεγέθη αυτά µετρήθηκαν και

ϐρέθηκαν να έχουν τιµές q1, q2, . . ., qn µε σφάλµα δq1, δq2, . . . , δqn αντίστοιχα
34 και ότι η µέτρηση του µεγέθους A γίνεται µε υπολογισµό µέσω των µεγεθών

Q1, Q2, . . ., Qn (έµµεση µέτρηση), το ερώτηµα που τίθεται είναι : πόσο είναι το

σφάλµα δA του µεγέθους A και πώς αυτό εξαρτάται από τις τιµές q1, q2, . . .,
qn των µεγεθών Q1, Q2, . . ., Qn και από τα αντίστοιχα σφάλµατά τους δq1, δq2,

. . . , δqn.

Πριν απαντήσουµε στο ερώτηµα ας ανακαλέσουµε στη µνήµη µας ότι µέ-

τρηση της τιµής q µε σφάλµα δq σηµαίνει ότι η πραγµατική τιµή του µεγέθους

ϐρίσκεται ανάµεσα στις τιµές q− δq και q + δq. Για να ϐρούµε λοιπόν το σφάλ-

µα στο µέγεθος A(Q1, Q2, . . . , Qn), πρέπει να αναζητήσουµε τις τιµές του, που

παράγονται από τις τιµές των Q1, Q2, . . ., Qn, που ϐρίσκονται µέσα στα διαστή-

µατα [q1−δq1, q1+δq1], [q2−δq2, q2+δq2], . . ., [qn−δqn, qn+δqn] αντίστοιχα. Αν

η τιµή A(q1, q2, . . . , qn) είναι η τιµή που αντιστοιχεί στη µέτρηση του µεγέθους

A, τότε το σφάλµα δA ϑα προκύπτει από το εύρος των διαφορετικών τιµών που

µπορεί να πάρει το A, όταν τα Q1, Q2, . . ., Qn παίρνουν τιµές στα παραπάνω

διαστήµατα. Για να ϐρούµε λοιπόν το δA δε µένει παρά να ϐρούµε τις τιµές

που παίρνει το A.

34ξεχωρίζουµε εδώ την τιµή του µεγέθους από το ίδιο το µέγεθος, χρησιµοποιώντας µικρά

και κεφαλαία γράµµατα αντίστοιχα για να τα συµβολίσουµε. ΄Ετσι το µέγεθος Q έχει τιµή q
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1.7.2 Αν το µέγεθος είναι συνάρτηση µιας µεταβλητής

Ας ξεκινήσουµε µε το απλούστερο πρόβληµα, ϑεωρώντας ότι το A εξαρτάται από

ένα µόνο µέγεθος, έστω το Q, (A = A(Q)). Ψάχνουµε λοιπόν να ϐρούµε ποιό

είναι το εύρος των τιµών που παίρνει το A, όταν το Q παίρνει τιµές στο διάστηµα

[q−δq, q+δq]. Μια ῾῾καλή᾿᾿ µέτρηση προϋποθέτει ότι το σφάλµα της είναι µικρό

σε σχέση µε το µέγεθος που µετράει. Αν συµβαίνει αυτό, τότε το διάστηµα

[q− δq, q + δq] είναι πολύ µικρό και Θα περίµενε κανείς η συνάρτηση A(Q) να

είναι µονότονη 35 µέσα στο µικρό αυτό διάστηµα 36. Αν υποθέσουµε λοιπόν ότι

στο διάστηµα [q − δq, q + δq] η συνάρτηση A(Q) είναι µονότονη, τότε οι τιµές

του µεγέθους A περιορίζονται ανάµεσα στις τιµές A(q − δq) και A(q + δq). Με

εξαίρεση την περίπτωση όπου το µέγεθος A εξαρτάται µε µια γραµµική σχέση

από το Q, (A = aQ+ b, όπου a και b σταθερές), οι τιµές A(q−δq) και A(q +δq)
δεν ισαπέχουν από την τιµή A(q). Αυτό ϐεβαίως δεν αποτελεί πρόβληµα, απλά

µας στερεί τη δυνατότητα να γράψουµε τη µέτρηση µε τη µορφή A(q) ± δA.

Θα µπορούσαµε ωστόσο να πάρουµε ως σφάλµα την ηµιδιαφορά αυτών των τι-

µών, αν λάβουµε υπ΄ όψη µας (το έχουµε ξαναπεί και νωρίτερα) ότι το σφάλµα

δεν είναι ακριβώς η διαφορά ανάµεσα στην πραγµατική τιµή του µεγέθους και

στη µέτρηση, αλλά είναι ένα, µάλλον υπερεκτιµηµένο, εύρος τιµών µέσα στο

οποίο περιµένουµε να ϐρεθεί η µέτρησή µας. Εποµένως µικρές διαφορές στην

τιµή του σφάλµατος δεν επηρεάζουν ουσιαστικά την τιµή του. Μην ξεχνάτε, εξ΄

άλλου, ότι την τιµή του σφάλµατος την παριστάνουµε µε ένα σηµαντικό ψηφίο.

Εποµένως αλλαγές στην τιµή του σφάλµατος, που δεν επηρεάζουν την

τιµή του ενός και µοναδικού σηµαντικού ψηφίου του, είναι απολύτως

επιτρεπτές. Θα µπορούσαµε λοιπόν µ΄ αυτό τον τρόπο να έχουµε µια εκτίµη-

ση του σφάλµατος του A. Εκείνο όµως που δεν έχουµε ακόµα ϐρει είναι πώς

εξαρτάται το σφάλµα δA από το Q και το δQ. Αν αναλογιστούµε το σφάλµα

δA ως τη µεταβολή ∆A της συνάρτησης A 37, όταν η µεταβλητή Q µεταβάλλε-

ται κατά δQ, τότε ανακαλώντας τον ορισµό της παραγώγου µιας συνάρτησης38,

µπορούµε µέσω αυτής να ϐρούµε την εξάρτηση που ψάχνουµε.

Ας ϑυµηθούµε από τα µαθηµατικά ότι ο ορισµός της παραγώγου A′(Q)
µιας συνάρτησης A(Q) είναι

A′(Q) =
dA(Q)

dQ
= lim

∆Q→0

A(Q + ∆Q) − A(Q)

∆Q
= lim

∆Q→0

A(Q) − A(Q − ∆Q)

∆Q
.

(1.29)

Παράγωγος δηλαδή είναι ο λόγος της µεταβολής A(Q + ∆Q) − A(Q),που πα-

35ή µόνο να αυξάνεται ή µόνο να µειώνεται µε την αύξηση της µεταβλητής της
36υπάρχει ϐεβαίως και η περίπτωση αυτό να µη συµβαίνει. ΄Οµως η περίπτωση αυτή είναι

σπάνια και προς στιγµήν δεν την εξετάζουµε.
37προκειµένου να διαχωρίσουµε την έννοια της µεταβολής ενός µεγέθους A από το σφάλµα

στη µέτρησή του, χρησιµοποιούµε τα σύµβολα ∆A και δA αντίστοιχα.
38για περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε τις παραγώγους δείτε το παράρτηµα στη σελίδα

97 στο τέλος του ϐιβλίου



44 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ΜΕΤΡ�ΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΣΦ�ΑΛΜΑΤΑ

Q Q+δQQ−δQ

A(Q−δQ)

A(Q)

A(Q+δQ)

εφ
απτοµενη

 το
υ

A στο σηµειο
 Q

A(Q
)

A(Q)+∆A

A(Q)−∆A

Σχήµα 1.7: ∆ιάδοση σφάλµατος από το Q στο A(Q).

ϑαίνει η συνάρτηση A, όταν µεταβληθεί η µεταβλητή της Q κατά µια ποσότητα

∆Q που τείνει στο µηδέν, προς αυτή τη µεταβολή ∆Q

Αν ϑεωρήσουµε ότι, για πολύ µικρές µεταβολές της µεταβλητής Q, η γρα-

ϕική παράσταση της συνάρτησης A(Q) συµπεριφέρεται σαν να είναι ευθεία,

αντιλαµβανόµαστε ότι η παράγωγος A′(Q) της συνάρτησης A(Q) στο σηµείο Q
είναι ίση µε την κλίση της ευθείας αυτής. Η ευθεία αυτή δεν είναι άλλη παρά

η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης A(Q) στο σηµείο Q
(ϐλέπε εικόνα 1.7).

Προφανώς όταν η µεταβολή ∆Q είναι µικρή, αλλά δεν τείνει στο µηδέν, τότε

A(Q + ∆Q) − A(Q)

∆Q
≈ A′(Q) και

A(Q) − A(Q − ∆Q)

∆Q
≈ A′(Q).

(1.30)

Αυτό επίσης ϕαίνεται στην εικόνα 1.7. Η πραγµατική τιµή της παραγώγου,

όπως προκύπτει από την κλίση της εφαπτοµένης ευθείας στο σηµείο Q, είναι

ίση µε

A′(Q) =
A(Q) − (A(Q) − ∆A)

∆Q
=

(A(Q) + ∆A) − A(Q)

∆Q
=

∆A

∆Q
, (1.31)

όπου η µεταβολή ∆Q της µεταβλητής Q είναι ίση µε το σφάλµα της µέτρησης

δQ (∆Q = δQ). ΄Οπως ϕαίνεται οι τιµές A(Q) − ∆A και A(Q) + ∆A είναι

περίπου ίσες µε τις τιµές A(Q−∆Q) και A(Q+∆Q) αντίστοιχα και οι διαφορές

τους είναι πολύ µικρές σε σχέση µε τη διαφορά ∆A ή τις διαφορές A(Q+∆Q)−
A(Q) και A(Q) − A(Q − ∆Q). Κατά συνέπεια η µεταβολή ∆A αποτελεί µια



1.7. ΣΦ�ΑΛΜΑΤΑ ΕΜΜ�ΕΣΩΝ ΜΕΤΡ�ΗΣΕΩΝ - ∆Ι�Α∆ΟΣΗ ΣΦΑΛΜ�ΑΤΩΝ 45

εκτίµηση του σφάλµατος δA. Μπορούµε έτσι να γράψουµε

δA = A′(q)δq =
dA(q)

dQ
δq. (1.32)

∆εδοµένου ότι ϑεωρούµε το σφάλµα ως ϑετική ποσότητα, προκειµένου να απο-

ϕύγουµε περιπτώσεις όπου η τιµή της παραγώγου είναι αρνητική, είναι καλό

να γράφουµε την παραπάνω σχέση χρησιµοποιώντας απόλυτη τιµή στην πα-

ϱάγωγο. ∆ηλαδή

δA = |A′(q)|δq =

∣

∣

∣

∣

∣

dA(q)

dQ

∣

∣

∣

∣

∣

δq. (1.33)

1.7.3 Αν το µέγεθος είναι συνάρτηση πολλών µεταβλητών

Βρήκαµε λοιπόν το σφάλµα ενός µεγέθους A(Q), που εξαρτάται από ένα µόνο

µέγεθος Q. Μένει να ϐρούµε το σφάλµα δA όταν το A εξαρτάται από περισσό-

τερα από ένα µεγέθη. Η ιδέα και σ΄ αυτή την περίπτωση είναι ίδια, µόνο που

εδώ ϑα χρειαστεί να εισάγουµε την έννοια της µερικής παραγώγου. Η µερική

παράγωγος µιας συνάρτησης A(Q1, Q2, . . . , Qn) πολλών µεταβλητών ως προς

τη µεταβλητή της Qi είναι η παράγωγος της συνάρτησης A, ϑεωρώντας όλες

τις µεταβλητές Q1, Q2, . . ., Qn ως σταθερές εκτός από τη µεταβλητή Qi. Το

σύµβολό της είναι ∂A/∂Qi. Εξ ορισµού λοιπόν ϑα έχουµε

∂A

∂Qi

= lim
∆Qi→0

A(Q1, Q2, . . . , Qi + ∆Qi, . . . , Qn) − A(Q1, Q2, . . . , Qi, . . . , Qn)

δQi

.

(1.34)

Στην περίπτωση που τα Q1, Q2, . . ., Qn, εκτός του Qi, είναι σταθερές, τότε η

µερική παράγωγος ως προς το Qi ανάγεται στην απλή παράγωγο που ξέρουµε,

ενώ οι υπόλοιπες µερικές παράγωγοι είναι µηδέν. Χρησιµοποιώντας τις µερικές

παραγώγους, µπορούµε να γράψουµε το σφάλµα δA ως

δA =

∣

∣

∣

∣

∣

∂A

∂Q1

∣

∣

∣

∣

∣

δQ1 +

∣

∣

∣

∣

∣

∂A

∂Q2

∣

∣

∣

∣

∣

δQ2 + . . . +

∣

∣

∣

∣

∣

∂A

∂Qn

∣

∣

∣

∣

∣

δQn (1.35)

Το σφάλµα αυτό λέγεται µέγιστο σφάλµα. Οι απόλυτες τιµές στις µερικές

παραγώγους µπαίνουν για να αποτρέψουν περιπτώσεις που οι παράγωγοι ϑα

έχουν αρνητικές τιµές, µε αποτέλεσµα να µειώνουν το σφάλµα, ενώ αυτό ϑα

µπορούσε να πάρει µεγαλύτερες τιµές. Αν π.χ. A = Q1 − Q2, το σφάλµα δε

ϑα ήταν δA = δQ1 − δQ2. Αυτό µπορεί να το δει κανείς αν αναλογιστεί ότι οι

τιµές του Q1 µπορούν να είναι από q1 − δq1 ως q1 + δq1 και οι τιµές του Q2

από q2 − δq2 ως q2 + δq2. και εποµένως η διαφορά Q1 − Q2 µπορεί να πάρει

τιµές από q1 − q2 − (δq1 + δq2) (όταν Q1 = q1 − δq1 και Q2 = q2 + δq2) µέχρι
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q1 − q2 + (δq1 + δq2) (όταν Q1 = q1 + δq1 και Q2 = q2 − δq2). Το σφάλµα

εποµένως της διαφοράς A = Q1 − Q2 ϑα είναι δA = δQ1 + δQ2. Το µέγιστο

σφάλµα είναι µια µάλλον υπερεκτιµηµένη τιµή του σφάλµατος. Το σφάλµα

παίρνει αυτή την τιµή στην ακραία περίπτωση που τα σφάλµατα από όλες τα

µεγέθη µεγιστοποιούνται συγχρόνως. Αυτό ϐεβαίως µπορεί να συµβεί, αλλά

ϑα περίµενε κανείς οι διαφορές ανάµεσα στις πραγµατικές τιµές των µεγεθών

και στις µετρούµενες ποσότητες να µη µεγιστοποιούνται όλες µαζί συγχρόνως,

αλλά ως τυχαία σφάλµατα να κατανέµονται γύρω από µια µέση τιµή µε µια

Γκαουσιανή κατανοµή. Για το λόγο αυτό χρησιµοποιούµε µια άλλη έκφραση

για το σφάλµα, η οποία ϑα ήταν η αντίστοιχη τυπική απόκλιση αυτών των

σφαλµάτων και κατά συνέπεια ϑα πρέπει να έχει τη µορφή

δA =

√

√

√

√

(

∂A

∂Q1

δQ1

)2

+

(

∂A

∂Q2

δQ2

)2

+ ... +

(

∂A

∂Q2

δQ2

)2

(1.36)

Το σφάλµα αυτό είναι το τυπικό σφάλµα για µια έµµεση µέτρηση. Στην

έκφραση αυτή µπορείτε να δείτε την οµοιότητα µε την τυπική απόκλιση σε

ότι αφορά την άθροιση τετραγώνων διαφορών (επιµέρους σφάλµατα), και της

τετραγωνικής ϱίζας του αποτελέσµατος. Η έκφραση αυτή ανάγεται στην σχέση

1.33, όταν τα µεγέθη Qi, i = 1, 2, . . . , n εκτός από ένα, είναι σταθερά.

Σε απλές περιπτώσεις, όπως αθροίσεις, διαφορές, γινόµενα, πηλίκα και

υψώσεις σε δυνάµεις, οι παραπάνω σχέσεις παίρνουν κάποιες σχετικά απλές

µορφές, τις οποίες αναφέρουµε παρακάτω και τις οποίες µπορούµε να τις

χρησιµοποιούµε απ΄ ευθείας.

• Αν A = c0 ± c1Q1 ± c2Q2 ± ... ± cnQn τότε

δA =
√

(c1δQ1)2 + (c2δQ2)2 + ... + (cnδQn)2 (1.37)

• Αν A = Qm1

1 Qm2

2 ...Qmn

n ή A =
Qm1

1 Qm2

2 . . . Qmr
r

Q
mr+1

r+1 . . . Qmn
n

τότε

δA

A
=

√

√

√

√

(

m1
δQ1

Q1

)2

+

(

m2
δQ2

Q2

)2

+ ... +

(

mn
δQn

Qn

)2

(1.38)

Εποµένως αν r±δr είναι η µέτρηση της ακτίνας ενός κύκλου τότε το σφάλµα

στη µέτρηση της περιφέρειάς του ϑα είναι δL = 2πδr και το σφάλµα στη

µέτρηση της επιφάνειάς του δS = 2πrδr. (Υπενθυµίζουµε ότι η περιφέρεια

κύκλου είναι L = 2πr και το εµβαδόν της επιφάνειάς του S = πr2). Οµοίως αν

οι πλευρές ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου είναι a ± δa και b ± δb, τότε

το σφάλµα δS στο εµβαδόν του ϑα είναι δS/S =
√

(δa/a)2 + (δb/b)2.
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1.7.4 Ασκήσεις

1. Με ένα χάρακα µετράµε δύο αποστάσεις των οποίων ϑέλουµε να ϐρούµε

το άθροισµα. Αν η µια απόσταση είναι (18.5 ± 0.1)cm και η άλλη είναι

(10.5±0.1)cm, ϐρείτε το άθροισµα αυτών των αποστάσεων και το απόλυτο

και το σχετικό σφάλµα του.

2. Με ένα χάρακα µετράµε δύο αποστάσεις των οποίων Ϲητάµε τη διαφορά.

Αν η µια απόσταση είναι (18.5± 0.1)cm και η άλλη είναι (10.5± 0.1)cm,

ϐρείτε τη διαφορά αυτών των αποστάσεων και το απόλυτο και το σχετικό

σφάλµα της. Αν η δεύτερη απόσταση ήταν (18.6 ± 0.1)cm, ποιά ϑα ήταν

η διαφορά των αποστάσεων και το απόλυτο και το σχετικό σφάλµα της ;

Με ϐάση τις δύο αυτές περιπτώσεις, τι συµπεράσµατα ϐγάζετε για τη

αξιοπιστία της µέτρησης της διαφοράς δύο ποσοτήτων ;

3. Με ένα ϕασµατόµετρο µετράµε το µήκος κύµατος µιας ϕωτεινής ακτινο-

ϐολίας και το ϐρίσκουµε να είναι 450± 5nm. Πόσο είναι το σφάλµα που

κάνουµε στην ενέργεια του ϕωτονίου αυτής της ακτινοβολίας ;

4. Προκειµένου να µετρήσουµε την πυκνότητα d ενός σώµατος, µετράµε τη

µάζα του m και τον όγκο του V . Αν οι µετρήσεις αυτές έχουν σφάλµα δm
και δV αντίστοιχα, ϐρείτε µια έκφραση για το σφάλµα της πυκνότητας.

Υπενθυµίζουµε ότι η πυκνότητα d ορίζεται από το πηλίκο d = m/V .

5. Σύµφωνα µε τον τύπο του Siri, το επί τοις εκατό ποσοστό λίπους (%BF )

του ανθρώπινου σώµατος δίνεται από τον τύπο %BF = 495/d−450, όπου

d η πυκνότητα του ανθρωπίνου σώµατος. Αν στη µέτρηση της πυκνότητας

d έχουµε ένα σφάλµα δd, πόσο είναι το σφάλµα δ(%BF ) στο το επί τοις

εκατό ποσοστό λίπους (%BF );

6. Αν ϑέλουµε να υπολογίσουµε µε τον τύπο του Siri το επί τοις εκατό

ποσοστό λίπους (%BF ) του ανθρώπινου σώµατος µε σφάλµα δ(%BF ) το

πολύ ίσο µε 1, µε πόση ακρίβεια ϑα πρέπει να µετρήσουµε την πυκνότητα

d;

7. Με ένα ϕασµατόµετρο ϕράγµατος που έχει σταθερά ϕράγµατος d ίση µε

d = 2000nm µετράµε τη γωνία εκτροπής στην πρώτη τάξη περίθλασης και

τη ϐρίσκουµε να είναι θ = 14o27′ ± 1′. Πόσο είναι το σφάλµα µέτρησης

του µήκους κύµατος ; (Θεωρήστε ότι η µέτρηση του d δεν έχει σφάλµα).
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1.8 Μετρήσεις από διαφορετικά εργαστήρια 39

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε τα αποτελέσµατα των µετρήσεων ενός µεγέθους από

N διαφορετικά εργαστήρια, τα οποία δεν είναι κατ΄ ανάγκη ίδια µεταξύ τους.

Αυτό ϐεβαίως δε σηµαίνει ότι τα αποτελέσµατα ϑα διαφέρουν δραµατικά το έ-

να από το άλλο. ΄Οµως λόγω της ύπαρξης των τυχαίων σφαλµάτων, ϑα έχουν

κάποιες µικρές διαφοροποιήσεις. Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι το εργαστήριο υπ΄

αριθµόν i µέτρησε το υπό µέτρηση µέγεθος αρκετές ϕορές, έκανε την απαραί-

τητη στατιστική ανάλυση και ϐρήκε µια µέση τιµή µi και µια τυπική απόκλιση

σi. Το ίδιο ϕυσικά έκαναν και τα υπόλοιπα N − 1 εργαστήρια. Το ερώτηµα

είναι : ποιά ϑα πρέπει να είναι τελικά η τιµή που έχει µεγαλύτερη πιθανότητα

να είναι πιο κοντά στην πραγµατική τιµή του µεγέθους και ποιό ϑα είναι το

σφάλµα της ;

Για να λύσουµε αυτό το πρόβληµα, ϑα κάνουµε κατ΄ αρχάς την παρατήρηση

ότι η πιθανότητα να συµβούν δύο στατιστικώς ανεξάρτητα µεταξύ τους γεγονότα
40, είναι ίση µε το γινόµενο των πιθανοτήτων να συµβεί το κάθε γεγονός από

µόνο του. (Π.χ. η πιθανότητα δύο Ϲάρια να ϕέρουν το ένα 5 και το άλλο 4 είναι

ίση µε 1/6 × 1/6 = 1/36, όπου 1/6 είναι η πιθανότητα του κάθε γεγονότος

χωριστά.) Στην περίπτωσή µας, οι µετρήσεις των διαφορετικών εργαστηρίων

είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους. Εποµένως η πιθανότητα να µέτρησαν και τα δύο

µια συγκεκριµένη τιµή x, είναι ίση µε το γινόµενο των αντίστοιχων πιθανοτήτων

που ϐρέθηκε από το κάθε εργαστήριο.

P (X1 = x,X2 = x, . . . , XN = x) = P (X1 = x)P (X2 = x) . . . P (XN = x),
(1.39)

όπου X1, X2,. . . XN οι µετρήσεις κάθε εργαστηρίου. Υποθέτοντας ότι οι µετρή-

σεις κάθε εργαστηρίου ακολουθούν µια Γκαουσιανή κατανοµή, η πυκνότητα

πιθανότητας να µετρηθεί µια συγκεκριµένη τιµή x ϑα είναι ίση µε το γινόµενο

των επιµέρους πυκνοτήτων πιθανότητας, δηλαδή

G(x; µ1, σ1)G(x; µ2, σ2) . . . G(x; µN , σN) =

=
1

√

∏

i(2πσi)
exp

[

−(x − µ1)
2

2σ2
1

− (x − µ2)
2

2σ2
2

− . . . − (x − µN)2

2σ2
N

]

.(1.40)

Η πιθανότερη τιµή εµφανίζεται εκεί που µεγιστοποιείται η παραπάνω πυκνότη-

τα πιθανότητας. Ας ανακαλέσουµε τώρα στη µνήµη µας ότι µια συνάρτηση γίνε-

ται µέγιστη ή ελάχιστη στα σηµεία που µηδενίζεται η πρώτη παράγωγος. Η πα-

ϱαπάνω πιθανότητα έχει τη µορφή P (X1 = x,X2 = x, . . . XN = x) = Ae−f(x)

και κατά συνέπεια η παράγωγός της είναι P ′ = −Ae−f(x)f ′(x). Ο µηδενισµός

39σε πρώτη ανάγνωση ο αναγνώστης µπορεί να παραλείψει αυτή την παράγραφο, κρατώντας

µόνο τα συµπεράσµατα, που συνοψίζονται στις σχέσεις 1.48 και 1.49
40στατιστικώς ανεξάρτητα είναι δύο γεγονότα, όταν η τιµή που παίρνει το ένα δεν επηρεάζει

την τιµή που παίρνει το άλλο
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αυτής της παραγώγου προϋποθέτει το µηδενισµό της παραγώγου f ′(x). Στην

περίπτωσή µας η συνάρτηση f(x) είναι η συνάρτηση

f(x) =
(x − µ1)

2

2σ2
1

+
(x − µ2)

2

2σ2
2

+ . . . +
(x − µN)2

2σ2
N

(1.41)

της οποίας η παράγωγος είναι

f ′(x) =
x − µ1

σ2
1

+
x − µ2

σ2
2

+ . . . +
x − µN

σ2
N

(1.42)

Ο µηδενισµός αυτής της παραγώγου (f ′(x = µ) = 0) δίνει την πιθανότερη τιµή

µ για το µέγεθος X. Μηδενίζοντας αυτή την παράγωγο ϐρίσκουµε

µ =

µ1

σ2
1

+
µ2

σ2
2

+ . . . +
µN

σ2
N

1

σ2
1

+
1

σ2
2

+ . . . +
1

σ2
N

. (1.43)

Μένει ακόµα να ϐρούµε την τυπική απόκλιση. ΄Οπως έχουµε πει ήδη νω-

ϱίτερα, η τυπική απόκλιση είναι η παράµετρος σ, που υπάρχει στον εκθετικό

παράγοντα της σχέσης 1.5. Η συνάρτηση f(x) που εµφανίζεται στον εκθέτη,

µπορεί να γραφεί ως

f(x) =
1

2

(

1

σ2
1

+
1

σ2
2

+ . . . +
1

σ2
N

)

x2 −

−
(

µ1

σ2
1

+
µ2

σ2
2

+ . . . +
µN

σ2
N

)

x +
1

2

(

µ2
1

σ2
1

+
µ2

2

σ2
2

+ . . . +
µ2

N

σ2
N

)

(1.44)

Βγάζοντας κοινό παράγοντα τον 1
2

(

1
σ2
1

+ 1
σ2
2

+ . . . + 1
σ2

N

)

παίρνουµε

f(x) =
1

2

(

1

σ2
1

+
1

σ2
2

+ . . . +
1

σ2
N

)













x2 − 2µx +
1

2

µ2
1

σ2
1

+
µ2

2

σ2
2

+ . . . +
µ2

N

σ2
N

1

σ2
1

+
1

σ2
2

+ . . . +
1

σ2
N













.

(1.45)

Προσθέτοντας και αφαιρώντας τον όρο µ2, δηµιουργείται ο τετραγωνικός

όρος x2 − 2µx + µ2 = (x − µ)2, οπότε ο εκθέτης γίνεται

f(x) =
1

2

(

1

σ2
1

+
1

σ2
2

+ . . . +
1

σ2
N

)

(x − µ)2 + c, (1.46)

όπου το c είναι ένας σταθερός όρος, ο οποίος µπορεί να ενσωµατωθεί στον

παράγοντα A ως ec. Κατά συνέπεια ο νέος εκθέτης της Γκαουσιανής κατανοµής

είναι ο
1

2

(

1

σ2
1

+
1

σ2
2

+ . . . +
1

σ2
N

)

(x − µ)2 , (1.47)
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από τον οποίο, σε σύγκριση µε τη σχέση 1.5, προκύπτει ότι η αντίστοιχη τυπική

απόκλιση σ ϑα είναι

1

σ
=

√

1

σ2
1

+
1

σ2
2

+ . . . +
1

σ2
N

(1.48)

Βρίσκοντας την τυπική απόκλιση, µπορούµε αµέσως να υπολογίσουµε το τυ-

πικό σφάλµα από τη σχέση 1.7. Χρησιµοποιώντας την τελευταία σχέση, µπο-

ϱούµε να γράψουµε την πιθανότερη τιµή µ ως

µ = σ2

(

µ1

σ2
1

+
µ2

σ2
2

+ . . . +
µN

σ2
N

)

(1.49)

1.8.1 Ασκήσεις

1. Βρείτε µια µαθηµατική έκφραση για την πιθανότερη τιµή και την τυπική

απόκλιση, όταν η τυπική απόκλιση είναι ίδια για όλα τα εργαστήρια.

2. Βρείτε µια µαθηµατική έκφραση για την πιθανότερη τιµή και την τυπική

απόκλιση, όταν η µέση τιµή είναι ίδια για όλα τα εργαστήρια.

3. Υποθέστε ότι δύο διαφορετικά εργαστήρια µετράνε την πυκνότητα του

ίδιου ανθρωπίνου σώµατος και το ένα τη ϐρίσκει d1 = 1.01gr/cm3 µε τυ-

πική απόκλιση σ1 = 0.02gr/cm3, ενώ το άλλο τη ϐρίσκει d2 = 1.03gr/cm3

µε τυπική απόκλιση σ2 = 0.02gr/cm3 (ίδια τυπική απόκλιση). Πόση εί-

ναι η πιθανότερη τιµή της πυκνότητας και µε τι σφάλµα ;

4. Σε συνέχεια της προηγούµενης άσκησης υποθέστε ότι ένα τρίτο εργα-

στήριο κάνει την ίδια µέτρηση και ϐρίσκει d3 = 1.01gr/cm3 µε τυπική

απόκλιση σ3 = 0.05gr/cm3. Πόση είναι η πιθανότερη τιµή της πυκνότη-

τας και πόσο είναι το σφάλµα της, αν λάβουµε υπ΄ όψη και τη µέτρηση

του τρίτου εργαστηρίου ;

1.9 Αξιοπιστία της µέσης τιµής

΄Οπως είναι αναµενόµενο, η µέση τιµή, που προκύπτει από µια σειρά µετρή-

σεων, δε συµπίπτει κατ΄ ανάγκη µε την πραγµατική µέση τιµή, η οποία όπως

έχουµε πει, ϑα έχει τη µεγαλύτερη πιθανότητα να είναι ίση µε την πραγµατική

τιµή του µετρούµενου µεγέθους. Τίθεται λοιπόν το ερώτηµα, κατά πόσο είµα-

στε σίγουροι ότι η µέση τιµή που ϐρήκαµε είναι η πραγµατική µέση τιµή, ή µε

πόση ακρίβεια η µέση τιµή, που πήραµε από τις µετρήσεις µας, προσδιορίζει

την πραγµατική µέση τιµή.
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Το ερώτηµα που τίθεται αφορά την αξιοπιστία της µέσης τιµής που ϐρίσκου-

µε. ΄Ενα κριτήριο αυτής της αξιοπιστίας είναι η επαναληψηµότητα εύρεσης της

ίδιας µέσης τιµής, για διαφορετικές οµάδες µετρήσεων. Αν δηλαδή µετρήσου-

µε ένα µέγεθος αρκετές ϕορές και στη συνέχεια χωρίσουµε τις µετρήσεις µας

σε οµάδες διαφορετικών µετρήσεων, τότε µια αξιόπιστη µέση τιµή, ϑα είναι

ίδια σε όλες τις οµάδες διαφορετικών µετρήσεων, στις οποίες έχουµε χωρίσει

το σύνολο των µετρήσεών µας. Αν αυτό δε συµβαίνει, τότε η µέση τιµή που

ϐρίσκουµε έχει περιορισµένη αξιοπιστία.

Φυσικά δεν περιµένουµε να έχουµε απόλυτη ταύτιση των µέσων τιµών,

που προκύπτουν από τις διαφορετικές οµάδες µετρήσεων. Κάτι τέτοιο είναι

µάλλον απίθανο να συµβεί. Με την έννοια αυτή καµιά µέση τιµή δεν µπορεί

να ϑεωρηθεί απολύτως αξιόπιστη. Θα πρέπει λοιπόν να καθορίσουµε ένα µέτρο

αυτής της αξιοπιστίας. Σε µια σχετικά αξιόπιστη µέση τιµή οι διαφοροποιήσεις

µεταξύ των µέσων τιµών των διαφορετικών οµάδων µετρήσεων ϑα είναι µικρές.

Αντιθέτως σε µια λιγότερο αξιόπιστη µέση τιµή οι διαφοροποιήσεις αυτές ϑα

είναι µεγαλύτερες. Με ϐάση αυτή την παρατήρηση και δεδοµένου ότι οι µέσες

τιµές που προκύπτουν από τις διαφορετικές οµάδες µετρήσεων, ϑα ακολουθούν

κι αυτές µια Γκαουσιανή κατανοµή 41, ένα µέτρο των διαφοροποιήσεων αυτών

αποτελεί η τυπική απόκλιση των µέσων τιµών από τη µέση τους τιµή. ∆ε µένει

λοιπόν παρά να υπολογίσουµε αυτή την τυπική απόκλιση των µέσων τιµών.

Στην προηγούµενη παράγραφο ϐρήκαµε τη µέση τιµή µ και την τυπική

απόκλιση σ από τις αντίστοιχες µέσες τιµές µi και τις τυπικές αποκλίσεις σi

N διαφορετικών εργαστηρίων. Αν υποθέσουµε ότι οι οµάδες διαφορετικών

µετρήσεων είναι οι µετρήσεις των διαφορετικών εργαστηρίων της προηγούµενης

παραγράφου, τότε έχουµε ήδη ϐρει από την προηγούµενη παράγραφο τη µέση

τιµή και την τυπική απόκλιση του συνόλου των µετρήσεών µας.

Ειδικότερα στην περίπτωσή µας οι µετρήσεις κάθε διαφορετικής οµάδας

µετρήσεων, έγιναν στο ίδιο εργαστήριο, µε τα ίδια όργανα µέτρησης και µε τις

ίδιες µεθόδους. Εποµένως τα τυχαία σφάλµατα που ϑα διαφοροποιήσουν τις

µετρήσεις µεταξύ τους, οφείλονται στους ίδιους παράγοντες. Κατά συνέπεια η

διασπορά των µετρήσεων γύρω από τη µέση τιµή δεν περιµένουµε να διαφέρει

σηµαντικά από οµάδα σε οµάδα. ΄Οµως αυτή η διασπορά εκφράζεται µέσω

της τυπικής απόκλισης. Εποµένως ϑα περιµέναµε, οι τυπικές αποκλίσεις κάθε

οµάδας µέτρησης, να µη διαφέρουν σηµαντικά η µια από την άλλη.

Ας ϑεωρήσουµε λοιπόν ότι οι τυπικές αποκλίσεις των διαφορετικών οµάδων

µετρήσεων είναι όλες ίδιες, σ1 = σ2 = . . . = σN . Στην περίπτωση αυτή µπο-

ϱούµε να δείξουµε (ϐλέπε άσκηση 1) ότι η µέση τιµή µ και τυπική απόκλιση σ
παίρνουν αντίστοιχα τις τιµές

µ =
1

N

N
∑

i=1

µi και σ =
σ1√
N

(1.50)

41αν τυχαίες µεταβλητές ακολουθούν µια Γκαουσιανή κατανοµή, τότε και οι µέσες τους τιµές

ακολουθούν κι αυτές Γκαουσιανή κατανοµή
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και το τυπικό σφάλµα γίνεται

σE = σM =

√

N

N − 1
σ =

σ1√
N − 1

=

√

〈x2〉 − 〈x〉2
√

N − 1
. (1.51)

Η έκφραση αυτή για το τυπικό σφάλµα ονοµάζεται τυπικό σφάλµα της µέσης

τιµής σM , (standard error of the mean) και η τιµή της αποτελεί ένα µέτρο της

αξιοπιστίας της µέσης τιµής. ΄Οσο µικρότερο είναι το τυπικό σφάλµα της µέσης

τιµής, τόσο πιο αξιόπιστη είναι η µέση τιµή, δηλαδή τόσο πιο πολύ µπορούµε

να είµαστε σίγουροι, ότι η µέση τιµή, που ϐρίσκουµε, είναι η πραγµατική µέση

τιµή.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψη (α) ότι ο αριθµός των διαφορετικών οµάδων µετρήσεων

ή το πλήθος των µετρήσεων που ϑα απαρτίζει κάθε οµάδα, είναι αυθαίρετα και

(ϐ) το γεγονός ότι η τυπική απόκλιση κάθε οµάδας µέτρησης είναι πρακτικά

η ίδια (για τους λόγους που εξηγήσαµε παραπάνω) ανεξάρτητα από το πλήθος

των µετρήσεων, ϑα µπορούσαµε να ϑεωρήσουµε ότι κάθε µέτρηση είναι από

µόνη της µια οµάδα µέτρησης, µε µέση τιµή την τιµή της και τυπική απόκλιση

την τυπική απόκλιση του συνόλου των µετρήσεων. Κάτω απ΄ αυτή τη ϑεώρηση,

ο αριθµός των διαφορετικών οµάδων µετρήσεων N και η τυπική απόκλιση

σ1, που εµφανίζονται στον ορισµό του τυπικού σφάλµατος της µέσης τιµής,

ανάγονται στο συνολικό αριθµό των µετρήσεων και στην τυπική απόκλισή τους

αντίστοιχα.

΄Ενα πολύ ϐασικό συµπέρασµα που εξάγεται απ΄ αυτό το αποτέλεσµα είναι

ότι το τυπικό σφάλµα της µέσης τιµής είναι αντιστρόφως ανάλογο της τετρα-

γωνικής ϱίζας του αριθµού των µετρήσεων. Αυτό µε λίγα λόγια σηµαίνει ότι

όσες περισσότερες είναι οι µετρήσεις, τόσο πιο αξιόπιστη είναι η µέση τιµή.

Το συµπέρασµα αυτό προκύπτει ανεξάρτητα από τη ϑεώρηση που κάναµε για

την ισότητα των τυπικών αποκλίσεων, δεδοµένου ότι µπορούµε να δείξουµε ό-

τι σmin και σmax είναι η ελάχιστη και η µέγιστη τιµή αντίστοιχα των τυπικών

αποκλίσεων σi, τότε
σmin√

N
≤ σM ≤ σmax√

N
. (1.52)

Βλέπουµε ακόµα ότι η αξιοπιστία µιας µέσης τιµής εξαρτάται από την τυπική

απόκλιση σ1 του συνόλου των µετρήσεων, η τιµή της οποίας είναι τόσο µεγαλύ-

τερη, όσο µεγαλύτερα είναι τα τυχαία σφάλµατα. ΄Οσο µεγάλη κι αν είναι όµως

η τυπική απόκλιση σ1, µπορούµε να έχουµε µια αξιόπιστη µέση τιµή παίρνον-

τας πολλές µετρήσεις. Το πόσες πολλές µετρήσεις ϑα πάρουµε εξαρτάται από

το πόσο αξιόπιστη µέση τιµή ϑέλουµε να έχουµε. Στην εικόνα 1.8 ϐλέπουµε τις

µέσες τιµές που ϐρέθηκαν για 20 οµάδες διαφορετικών µετρήσεων, που περιέ-

χουν τυχαία σφάλµατα, καθώς επίσης και τη µέση τους τιµή, ως συνάρτηση του

πλήθους των διαφορετικών µετρήσεων κάθε οµάδας. Στο συγκεκριµένο γρά-

ϕηµα κάθε οµάδα µετρήσεων απαρτιζόταν από το ίδιο πλήθος µετρήσεων. Οι
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1 . 10 100 1000
Αριθµος µετρησεων δειγµατος (Ν)
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Σχήµα 1.8: Οι µέσες τιµές 20 οµάδων µετρήσεων ως συνάρτηση του αριθµού των

µετρήσεων κάθε οµάδας. Τα error bar παριστάνουν το τυπικό σφάλµα της µέσης

τιµής και στη ϑέση των συµβόλων x εµφανίζονται οι µέσες τιµές των µέσων τιµών των

διαφορετικών οµάδων µετρήσεων µε τον ίδιο αριθµό µετρήσεων.

ϱάβδοι σφάλµατος (error bar) 42 παριστάνουν την τιµή του τυπικού σφάλµατος

της µέσης τιµής. Αυτό που ϐλέπουµε από το γράφηµα είναι ότι όσο αυξάνεται

ο αριθµός των µετρήσεων ανά οµάδα, τόσο περισσότερο µειώνεται η διασπορά

των µέσων τιµών από την πραγµατική µέση τιµή. Οι µέσες τιµές συγκεντρώνον-

ται πιο κοντά στην πραγµατική µέση τιµή, µε αποτέλεσµα το τυπικό σφάλµα

της µέσης τιµής να µειώνεται.

΄Ενα άλλο µέτρο της αξιοπιστίας της µέσης τιµής είναι το λεγόµενο διάστη-

µα εµπιστοσύνης (confidence interval). Συνήθως αναφέρεται ως ῾῾διάστηµα

εµπιστοσύνης 95%᾿᾿, αλλά γενικά µπορούν να οριστούν διαστήµατα εµπιστο-

σύνης άλλων ποσοστών. Το διάστηµα εµπιστοσύνης 95% είναι ένα διάστηµα

µέσα στο οποίο περιµένουµε να ϐρεθεί η πραγµατική µέση τιµή µε πιθανότητα

95%. Γενικά µπορεί να ορίσει κανείς το ῾῾διάστηµα εµπιστοσύνης (1−a)100%᾿᾿,

(0 < a < 1), ως το διάστηµα µέσα στο οποίο περιµένουµε να ϐρεθεί η πραγ-

µατική µέση τιµή µε πιθανότητα (1 − a)100%. Αν µ είναι η πραγµατική µέση

τιµή και 〈x〉 η µέση τιµή που υπολογίζεται από τις µετρήσεις τότε το διάστηµα

εµπιστοσύνης (1 − a)100% είναι το διάστηµα

42για τις ϱάβδους σφάλµατος δες στη σελίδα 94 περί γραφικών παραστάσεων
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[

〈x〉 − tN−1(a)
σE√
N

, 〈x〉 + tN−1(a)
σE√
N

] ∆ιάστηµα

εµπιστοσύνης

(1 − a)100%
(1.53)

το οποίο ορίζεται από τη σχέση

P

(

〈x〉 − tN−1(a)
σE√
N

≤ µ ≤ 〈x〉 + tN−1(a)
σE√
N

)

= 1 − a, (1.54)

όπου σE είναι το τυπικό σφάλµα των µετρήσεων (σE =
√

N/(N − 1)σ). Η

τιµή της παραµέτρου tN−1(a) προσδιορίζεται µέσω της κατανοµήςt Student,

η οποία τείνει στη Γκαουσιανή κατανοµή όταν ο αριθµός των µετρήσεων N
τείνει στο άπειρο (N → ∞). Οι τιµές της παραµέτρου tN−1(a), για διάφορες

τιµές των παραµέτρων N και a δίνονται στον πίνακα431.4.

Τη µέθοδο, που ήδη αναπτύξαµε για την αξιοπιστία της µέσης τιµής, µπο-

ϱούµε να τη χρησιµοποιήσουµε για να ϐρούµε την αξιοπιστία κάθε άλλης στα-

τιστικώς εξαγόµενης ποσότητας.

1.9.1 Ασκήσεις

1. Σε ένα δείγµα 20 µετρήσεων ενός µεγέθους ϐρέθηκε µια µέση τιµή των

µετρήσεων ίση µε 〈x〉 = 51.2 και τυπική απόκλιση σ = 0.5. Να ϐρεθεί το

τυπικό σφάλµα της µέτρησης καθώς και το διάστηµα εµπιστοσύνης 99%.

2. Πώς ϑα άλλαζε το διάστηµα εµπιστοσύνης της πρώτης άσκησης αν οι

µετρήσεις ήταν 200 αντί για 20;

3. Πώς ϑα άλλαζε το διάστηµα εµπιστοσύνης της πρώτης άσκησης αν η

τυπική απόκλιση ήταν ίση µε σ = 0.05 αντί για σ = 0.5;

4. Πώς ϑα άλλαζε το διάστηµα εµπιστοσύνης της πρώτης άσκησης αν συγ-

χρόνως οι µετρήσεις ήταν 200 και η τυπική απόκλιση ήταν σ = 0.05;

43Ο πίνακας είναι παρµένος από την ιστοσελίδα

http://en.wikipedia.org/wiki/Student’s_tdistribution της wikipedia.
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N − 1 50% 60% 70% 80% 90% 95% 98% 99% 99.5% 99.8% 99.9%

1 1.000 1.376 1.963 3.078 6.314 12.71 31.82 63.66 127.3 318.3 636.6

2 0.816 1.061 1.386 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 14.09 22.33 31.60

3 0.765 0.978 1.250 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 7.453 10.21 12.92

4 0.741 0.941 1.190 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 5.598 7.173 8.610

5 0.727 0.920 1.156 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 4.773 5.893 6.869

6 0.718 0.906 1.134 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 4.317 5.208 5.959

7 0.711 0.896 1.119 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.029 4.785 5.408

8 0.706 0.889 1.108 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 3.833 4.501 5.041

9 0.703 0.883 1.100 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 3.690 4.297 4.781

10 0.700 0.879 1.093 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 3.581 4.144 4.587

11 0.697 0.876 1.088 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 3.497 4.025 4.437

12 0.695 0.873 1.083 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.428 3.930 4.318

13 0.694 0.870 1.079 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.372 3.852 4.221

14 0.692 0.868 1.076 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.326 3.787 4.140

15 0.691 0.866 1.074 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.286 3.733 4.073

16 0.690 0.865 1.071 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.252 3.686 4.015

17 0.689 0.863 1.069 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.222 3.646 3.965

18 0.688 0.862 1.067 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.197 3.610 3.922

19 0.688 0.861 1.066 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.174 3.579 3.883

20 0.687 0.860 1.064 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.153 3.552 3.850

21 0.686 0.859 1.063 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.135 3.527 3.819

22 0.686 0.858 1.061 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.119 3.505 3.792

23 0.685 0.858 1.060 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.104 3.485 3.767

24 0.685 0.857 1.059 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.091 3.467 3.745

25 0.684 0.856 1.058 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.078 3.450 3.725

26 0.684 0.856 1.058 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.067 3.435 3.707

27 0.684 0.855 1.057 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.057 3.421 3.690

28 0.683 0.855 1.056 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.047 3.408 3.674

29 0.683 0.854 1.055 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.038 3.396 3.659

30 0.683 0.854 1.055 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.030 3.385 3.646

40 0.681 0.851 1.050 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 2.971 3.307 3.551

50 0.679 0.849 1.047 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 2.937 3.261 3.496

60 0.679 0.848 1.045 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 2.915 3.232 3.460

80 0.678 0.846 1.043 1.292 1.664 1.990 2.374 2.639 2.887 3.195 3.416

100 0.677 0.845 1.042 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626 2.871 3.174 3.390

120 0.677 0.845 1.041 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 2.860 3.160 3.373

∞ 0.674 0.842 1.036 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 2.807 3.090 3.291

Πίνακας 1.4: Πίνακας µε τις τιµές του παράγοντα tN−1(a) για τον υπολογισµό του

διαστήµατος εµπιστοσύνης. Ο αριθµός στην αρχή κάθε γραµµής είναι ο N − 1, ενώ

τα ποσοστά της πρώτης γραµµής αντιστοιχούν στο ποσοστό (1 − a)100%.
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Κεφάλαιο 2

Μέθοδος των ελαχίστων

τετραγώνων και ανάλυση

οπισθοδρόµησης

There are three kinds of lies: lies, damned lies, and statistics.

Benjamin Disraeli (18041881)

2.1 Εισαγωγή

Για να µελετήσουµε πειραµατικά τη σχέση µεταξύ δύο ποσοτήτων είναι ϐολι-

κό να χρησιµοποιούµε τις γραφικές παραστάσεις. Αν πρόκειται να παραστή-

σουµε µια συγκεκριµένη µαθηµατική συνάρτηση f(x), ϐρίσκουµε τα σηµεία

y = f(x) της συνάρτησης, που αντιστοιχούν στις τιµές του ορίσµατος x, µε το

γνωστό τρόπο τοποθετούµε τα σηµεία (x, y) πάνω στη γραφική παράσταση και

τα ενώνουµε µεταξύ τους. Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο µπορούµε να τοποθετή-

σουµε πάνω σε µια γραφική παράσταση και τα σηµεία (x, y), που προέρχονται

από ένα πείραµα, και περιγράφουν την τιµή y, που µετρήσαµε για το µέγεθος

Y , όταν το µέγεθος X είχε την τιµή x. Αν γνωρίζουµε εκ των προτέρων την

καµπύλη που προβλέπει η ϑεωρία για τα σηµεία (x, y), τότε περιµένουµε να

αναπαράγουµε αυτή την καµπύλη µε τα πειραµατικά µας σηµεία. ΄Οµως ε-

πειδή οι µετρήσεις µας έχουν σφάλµατα, οι πειραµατικές τιµές των ποσοτήτων,

που ϑέλουµε να τις παραστήσουµε µε γραφική παράσταση, δε ϑα συµπίπτουν

ακριβώς πάνω στην καµπύλη που υπολογίζουµε ότι αντιστοιχεί στις µετρήσεις

µας. Αν π.χ. ϑέλουµε να µελετήσουµε την αύξηση της ϑερµοκρασίας σε ένα

ϑερµικά µονωµένο δοχείο που περιέχει νερό, στο οποίο προσφέρουµε ϑερµό-

τητα µε σταθερό ϱυθµό, τότε ϑα περιµέναµε ϑεωρητικά τα σηµεία (x, y) χρόνου

- ϑερµοκρασίας να ϐρίσκονται πάνω σε µία ευθεία. ΄Οµως η ύπαρξη σφαλµά-

των στις µετρήσεις µας ϑα έχουν ως αποτέλεσµα, τα πειραµατικά σηµεία να

µην ϐρίσκονται ακριβώς πάνω σ΄ αυτή την ευθεία. Λόγω αυτών των αποκλί-

57
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σεών τους, (οι οποίες είναι τυχαία κατανεµηµένες γύρω από την πραγµατική

τιµή) δεν µπορεί κανείς να χαράξει µονοσήµαντα τη ευθεία που προβλέπει η

ϑεωρία. Θα µπορούσαµε δηλαδή να ϕτιάξουµε πολλές διαφορετικές ευθείες

συνδέοντας ανά δύο τα πειραµατικά µας σηµεία και τελικά δε ϑα µπορούσαµε

να καταλήξουµε σε κάποιο συµπέρασµα για το ποιά ευθεία προσεγγίζει µε τον

καλύτερο τρόπο τα πειραµατικά µας δεδοµένα. Θα πρέπει κατά συνέπεια να

ϐρούµε ένα τρόπο που ϑα µας επιτρέψει να χαράξουµε µια ευθεία, η οποία

δε ϑα περνάει κατ΄ ανάγκη πάνω απ΄ τα πειραµατικά σηµεία (µιας και αυτό εκ

των πραγµάτων δεν είναι εφικτό), αλλά τουλάχιστον οι αποστάσεις της από τα

πειραµατικά σηµεία ϑα είναι όσο το δυνατό µικρότερες.

Τη λύση στο πρόβληµα αυτό την έδωσε ο Gauss σε ηλικία µόλις 15 ετών,

προτείνοντας ως ευθεία που προσεγγίσει καλύτερα την αληθινή ευθεία, εκείνη

που προσαρµόζεται ανάµεσα στα πειραµατικά σηµεία κατά τέτοιο τρόπο, ώστε

να ελαχιστοποιείται το άθροισµα των τετραγώνων των αποκλίσεών τους απ΄ αυτή.

2.2 Προσαρµογή πειραµατικών σηµείων σε ευ-

ϑεία µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώ-

νων

Ας ϑεωρήσουµε λοιπόν ότι έχουµε τα πειραµατικά σηµεία (xi, yi), i = 1, 2, ..., N
και ϑέλουµε να προσαρµόσουµε ανάµεσα σ΄ αυτά την ευθεία y = ax + b µε τη

µέθοδο που πρότεινε ο Gauss. Για κάθε πειραµατικό δεδοµένο xi η διαφορά α-

νάµεσα στην τιµή yi που µετρήθηκε για το µέγεθος U και αυτής που προκύπτει

από την ευθεία y = ax + b για το σηµείο xi είναι ǫi = yi − y(xi) = yi − axi − b.
Η διαφορά αυτή οφείλεται σε τυχαία σφάλµατα και κατά συνέπεια η κατανοµή

των ǫi πρέπει να είναι µια Γκαουσιανή κατανοµή µε µέση τιµή το µηδέν. Αν

ϑέλαµε να ϐρούµε την τυπική απόκλιση σǫ αυτών των σφαλµάτων τότε, επειδή

η µέση τους τιµή 〈ǫ〉 είναι µηδέν, η τυπική τους απόκλιση σǫ ϑα είναι ίση µε

σǫ =
√

〈ǫ2〉
Σύµφωνα µε τη µέθοδο που πρότεινε ο Gauss ϑα πρέπει να ϐρεθούν κα-

τάλληλα a και b που να ελαχιστοποιούν την τυπική απόκλιση σǫ Θα πρέπει

κατά συνέπεια να ελαχιστοποιηθεί η ποσότητα

σ2
ǫ (a, b) =

1

N

N
∑

i=1

(yi − axi − b)2. (2.1)

Η ποσότητα αυτή είναι συνάρτηση δύο µεταβλητών (των a και b), και ελαχιστο-

ποιείται όταν οι µερικές παράγωγοί της ∂σǫ(a, b)2/∂a και ∂σ2
ǫ /∂b, ως προς a
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και b αντίστοιχα, γίνουν ίσες µε µηδέν 1 Η µέθοδος αυτή λέγεται µέθοδος των

ελαχίστων τετραγώνων

Ας δούµε λοιπόν τι προκύπτει από τις πράξεις

∂σ2
ǫ (a, b)

∂a
=

∂

∂a

(

1

N

N
∑

i=1

(yi − axi − b)2

)

=
2

N

N
∑

i=1

(yi − axi − b)xi = 0 (2.2)

∂σ2
ǫ (a, b)

∂b
=

∂

∂b

(

1

N

N
∑

i=1

(yi − axi − b)2

)

=
2

N

N
∑

i=1

(yi − axi − b) = 0 (2.3)

Από τους µηδενισµούς των µερικών αυτών παραγώγων προκύπτει το γραµµικό

σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων

a〈x2〉 + b〈x〉 = 〈xy〉 και

a〈x〉 + b = 〈y〉.

Ας σηµειωθεί ότι η δεύτερη από τις δύο αυτές εξισώσεις είναι ισοδύναµη µε το

µηδενισµό της µέσης τιµής των ǫi, όπως αναφέραµε νωρίτερα. Λύνοντας αυτό

το γραµµικό σύστηµα εξισώσεων, ϐρίσκουµε

a =
〈xy〉 − 〈x〉〈y〉
〈x2〉 − 〈x〉2 και b = 〈y〉 − a〈x〉, (2.4)

όπου το σύµβολο 〈w〉 παριστάνει την µέση τιµή του µεγέθους w, όπως έχουµε

ήδη δει. ∆ηλαδή

〈x〉 =
N
∑

i=1

xi, 〈y〉 =
N
∑

i=1

yi, 〈x2〉 =
N
∑

i=1

x2
i , 〈xy〉 =

N
∑

i=1

xiyi (2.5)

Παρατηρώντας ότι στην εξίσωση 2.4 ο παρανοµαστής είναι ίσος µε σ2
x, µπο-

ϱούµε να γράψουµε

a =
〈xy〉 − 〈x〉〈y〉

σ2
x

. (2.6)

Αξίζει να σηµειώσουµε εδώ ότι ο αριθµητής 〈xy〉 − 〈x〉〈y〉 γράφεται και ως

σxy = 〈xy〉 − 〈x〉〈y〉 =
N
∑

i=1

(xi − 〈x〉) · (yi − 〈y〉). (2.7)

Τη µορφή αυτή ϑα τη συναντήσουµε παρακάτω και γι΄ αυτό την αναφέρουµε.

Χρησιµοποιώντας και το συµβολισµό σxy η κλίση a της ευθείας γράφεται

1ϑυµηθείτε ότι σε συναρτήσεις µιας µεταβλητής, το ελάχιστο ή το µέγιστο ϐρίσκεται εκεί

που µηδενίζεται η παράγωγος της συνάρτησης. Στην περίπτωση συναρτήσεων πολλών µετα-

ϐλητών, τα µέγιστα και τα ελάχιστα εµφανίζονται σε σηµεία που µηδενίζονται οι µερικές τους

παράγωγοι.
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Σχήµα 2.1: Η ευθεία προσαρµόζεται στα πειραµατικά δεδοµένα έτσι ώστε το άθροισµα

των τετραγώνων των αποκλίσεων (οι γραµµούλες που ϕαίνονται από τα πειραµατικά

σηµεία προς την ευθεία) να γίνεται ελάχιστο.

a =
σxy

σ2
x

. (2.8)

Τέλος ας σηµειωθεί ότι, όπως ϕαίνεται και από τη δεύτερη εξίσωση 2.4, το

σηµείο (〈x〉, 〈y〉) είναι σηµείο της ευθείας.

2.2.1 Σφάλµα της µεθόδου

Είναι λογικό η τυπική απόκλιση των διαφορών ǫi = yi − y(xi) (η οποία ελα-

χιστοποιείται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων) να δίνει µια εκτίµηση

της απόκλισης των πειραµατικών τιµών yi από τις αντίστοιχες πραγµατικές. Η

τυπική απόκλιση λοιπόν σǫ ϑα µπορούσε να εκληφθεί ως σφάλµα των τιµών

y(x) της ευθείας y(x) = ax + b. ∆εδοµένου ότι µε τη µέθοδο των ελαχίστων

τετραγώνων η τυπική απόκλιση σǫ ελαχιστοποιείται, ϑα πρέπει να ϐρούµε την

τιµή της σǫ(a, b), όταν τα a και b είναι αυτά που προκύπτουν από τη µέθοδο

των ελαχίστων τετραγώνων.

Ας ϐρούµε λοιπόν την τιµή του σǫ. Για ευκολία παίρνουµε την έκφραση του

σ2
ǫ , που δεν έχει την τετραγωνική ϱίζα. Αντικαθιστώντας το b µε b = 〈y〉 − a〈x〉

(ϐλέπε εξίσωση 2.4)έχουµε

(σǫ)
2 =

1

N

N
∑

i=1

(yi − axi − b)2 =
1

N

N
∑

i=1

[(yi − 〈y〉) − a(xi − 〈x〉)]2
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=
1

N

N
∑

i=1

(yi − 〈y〉)2 + a2 1

N

N
∑

i=1

(xi − 〈x〉)2 −

−2a
1

N

N
∑

i=1

(yi − 〈y〉)(xi − 〈x〉) (2.9)

Λαµβάνοντας υπ΄ όψη τις εξισώσεις 2.7 και 2.8 έχουµε

(σǫ)
2 = σ2

y + a2σ2
x − 2aσxy = σ2

y + a2σ2
x − 2a2σ2

x = σ2
y − a2σ2

x (2.10)

= σ2
y −

σ2
xy

σ4
x

σ2
x = σ2

y −
σ2

xy

σ2
x

= σ2
y

(

1 − σ2
xy

σ2
xσ

2
y

)

= σ2
y(1 − r2),

όπου

r =
σxy

σxσy

(2.11)

είναι ο λεγόµενος συντελεστής συσχέτισης, την έννοια του οποίου ϑα τη

δούµε παρακάτω.

Καταλήγουµε λοιπόν στην έκφραση

σǫ = σy

√
1 − r2. (2.12)

Κατ΄ αναλογία µε τον ορισµό του τυπικού σφάλµατος (ϐλέπε εξίσωση 1.7) ο-

ϱίζουµε το τυπικό σφάλµα εκτίµησης - Standard Error of Estimate (SEE)

από τη σχέση

SEE =

√

N

N − 2
σǫ =

√

N

N − 2
σy

√
1 − r2. (2.13)

Αυτό ϑα ϑεωρούµε ως σφάλµα των τιµών y της ευθείας. Ας σηµειωθεί ακόµα ότι

επειδή y(0) = b, το SEE µπορεί να ϑεωρηθεί ως το σφάλµα στον υπολογισµό

του σταθερού όρου b της ευθείας y = ax + b.

2.2.2 Πότε τα πειραµατικά σηµεία αντιστοιχούν σε ευθεία

Με τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, που µόλις αναπτύξαµε, µπορούµε να

προσαρµόσουµε τη ϐέλτιστη ευθεία στα πειραµατικά µας σηµεία. Προφανώς

εµείς µπορούµε πάντα να ϐρίσκουµε την ευθεία αυτή, που προκύπτει µε τη

µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. Αυτό όµως σε καµιά περίπτωση δε σηµαίνει

ότι τα πειραµατικά σηµεία αντιστοιχούν σε ευθεία. Για να αντιστοιχούν σε

ευθεία, ϑα πρέπει να υπάρχουν τουλάχιστον κάποιες ῾ἁποχρώσες ενδείξεις᾿᾿

ότι συµβαίνει αυτό. Σε πρώτη προσέγγιση ϑα πρέπει η οπτική αίσθηση που

δίνουν τα πειραµατικά σηµεία να αντικατοπτρίζει την εικόνα µιας ευθείας, ή
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Σχήµα 2.2: Η ευθεία y = 6.026x−0.832, που προσαρµόζεται στα πειραµατικά σηµεία

µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, καµιά σχέση δεν έχει µε τα πειραµατικά

δεδοµένα, τα οποία προσαρµόζονται καλύτερα στην παραβολή y = x2

ϑα πρέπει η ϑεωρία που ϐρίσκεται πίσω από το πείραµα, να προβλέπει ότι η

σχέση µεταξύ των πειραµατικών σηµείων (xi, yi) είναι ευθεία. Αν δε συµβαίνει

κάτι τέτοιο, τότε δεν έχει κανένα απολύτως νόηµα να ϐρούµε την ευθεία που

προκύπτει από τα πειραµατικά σηµεία µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων.

Ειδικότερα σε περιπτώσεις που η εικόνα των πειραµατικών σηµείων δεν αφήνει

καµιά αµφιβολία ότι η γραφική τους παράσταση δεν είναι ευθεία, τότε η ευθεία

των ελαχίστων τετραγώνων δεν είναι δυνατό να παριστάνει την εξάρτηση των yi

από τα xi, παρ΄ όλο που έτσι κι αλλιώς µπορούµε να τη ϐρούµε, κάνοντας

τις παραπάνω πράξεις. Ως παράδειγµα δείχνουµε τη γραφική παράσταση του

σχήµατος 2.2. Τα πειραµατικά σηµεία ϕαίνεται να ταιριάζουν περισσότερο

στην παραβολή y = x2, που ϕαίνεται στη γραφική παράσταση. Βεβαίως η

ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων µπορεί κάλλιστα να ϐρεθεί και τη ϐρίσκουµε

να είναι η y = 6.026x − 0.832. Ωστόσο η ευθεία αυτή σε καµιά περίπτωση δεν

παριστάνει την σχέση ανάµεσα στα yi και xi των πειραµατικών σηµείων.

΄Ενα µέτρο της προσαρµοστικότητας των πειραµατικών σηµείων πάνω στην

ευθεία είναι ο λεγόµενος συντελεστής συσχέτισης, τον οποίο ήδη αναφέραµε

παραπάνω και ϑα µιλήσουµε εκτενέστερα στη συνέχεια.

Συντελεστής συσχέτισης

Εκείνο το οποίο κάναµε µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, είναι ότι ελα-

χιστοποιήσαµε την τυπική απόκλιση των διαφορών ǫi = yi − y(xi), δηλαδή των

διαφορών ανάµεσα στα yi των πειραµατικών σηµείων (xi, yi) και των αντίστοι-
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χων τιµων y(xi), που προκύπτουν από την ευθεία που προσαρµόζεται σ΄ αυτά.

Θα µπορούσε όµως κανείς να σκεφτεί ότι εκτός αυτές τις διαφορές, υπάρχουν

και οι διαφορές ανάµεσα στο xi και στο αντίστοιχο x της ευθείας που αντιστοι-

χεί στο ίδιο yi του πειραµατικού σηµείου. Θα µπορούσαµε δηλαδή αντί να

ελαχιστοποιήσουµε το άθροισµα
∑

i(yi − axi − b)2, να ελαχιστοποιήσουµε το

άθροισµα
∑

i(xi − x(yi))
2 =

∑

i(xi −Ayi −B)2, όπου x(y) = Ay + B η ευθεία,

που ϑα προέκυπτε απ΄ αυτή την ελαχιστοποίηση. Ιδωµένο απ΄ αυτή την άπο-

ψη, το πρόβληµα είναι ισοδύναµο µε το προηγούµενο πρόβληµα µε εναλλαγή

ϱόλων µεταξύ x και y. Με την εναλλαγή αυτών των ϱόλων, και κατ΄ αναλογία

µε αυτά που έχουµε ήδη ϐρεί για τα a και b (ϐλέπε εξισώσεις 2.4, και 2.8), η

ελαχιστοποίηση του αθροίσµατος
∑

i(xi − Ayi − B)2 ϑα δώσει

A =
〈xy〉 − 〈x〉〈y〉
〈y2〉 − 〈y〉2 =

σxy

σ2
y

και B = 〈x〉 − A〈y〉. (2.14)

Αν λύσουµε την εξίσωση της ευθείας y = ax + b ως προς x παίρνουµε

x = y/a−b/a. Η σχέση του x ως προς y συνεχίζει να είναι ευθεία, µε κλίση όµως

τώρα 1/a. Θα περίµενε ίσως κανείς οι ευθείες x = y/a − b/a και x = Ay + B
να συµπίπτουν. Αυτό ωστόσο δε συµβαίνει σχεδόν ποτέ. Μοναδική περίπτωση

που συµβαίνει αυτό, είναι όταν τα πειραµατικά σηµεία είναι σηµεία της ίδιας

ευθείας και αυτό ϑα δείξουµε στη συνέχεια 2.

Κατ΄ αρχήν ας δούµε ότι στην περίπτωση αυτή η ευθεία y = ax + b είναι

η ευθεία που ϑα προέκυπτε από τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. Αν τα

πειραµατικά σηµεία (xi, yi) ϐρίσκονται πάνω στην ευθεία y = ax + b, τότε yi =
axi + b και εποµένως

∑

i(yi − axi − b)2 = 0. Επειδή το άθροισµα
∑

i(yi − axi −
b)2 = 0 είναι άθροισµα ϑετικών ποσοτήτων, ο µηδενισµός του συνεπάγεται την

ελαχιστοποίησή του. Εποµένως η ευθεία y = ax+b είναι όντως η ευθεία που ϑα

προέκυπτε µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, αφού αυτή ελαχιστοποιεί

το άθροισµα.

Ας δούµε τώρα τι τιµή ϑα πάρει η κλίση A της ευθείας x = Ay +B. Επειδή

yi = axi + b ϑα έχουµε:

A =
〈x(ax + b)〉 − 〈x〉〈ax + b〉
〈(ax + b)2〉 − 〈ax + b〉2 =

a〈x2〉 · b〈x〉 − a〈x〉2 − b〈x〉
a2〈x2〉 + 2ab〈x〉 + b2 − (a〈x〉 + b)2

= a
σ2

x

a2〈x2〉 + 2ab〈x〉 + b2 − a2〈x〉2 − 2ab〈x〉 − b2
= a

σ2
x

a2σ2
x

= 1/a

Επίσης

B = 〈x〉 − A〈y〉 = 〈x〉 − 1

a
〈y〉 =

a〈x〉 − 〈y〉
a

= − b

a
. (2.15)

Αποδείξαµε λοιπόν ότι στην περίπτωση που τα πειραµατικά σηµεία πέφτουν

πάνω σε ευθεία, τότε οι ευθείες y = ax + b και x = Ay + B, που προκύπτουν

από τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων ταυτίζονται.

2η απόδειξη µπορεί να παραληφθεί σε πρώτη ανάγνωση
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Ας δούµε τώρα αν ισχύει το αντίστροφο. Ας υποθέσουµε δηλαδή ότι οι

ευθείες y = ax + b και x = Ay + B ταυτίζονται κι ας δούµε αν τα πειραµατικά

σηµεία πέφτουν πάνω σ΄ αυτές 3. Ταύτιση των ευθειών y = ax+b και x = Ay+B
σηµαίνει A = 1/a και B = −b/a. Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις 2.8 και 2.14,

η ισότητα A = 1/a γίνεται

A =
1

a
=⇒ σxy

σ2
y

=
σ2

x

σxy

=⇒ σ2
xy = σ2

xσ
2
y =⇒ σxy = ±σxσy. (2.16)

Τότε

a =
σxy

σ2
x

= ±σy

σx

(2.17)

Χρησιµοποιώντας την τελευταία σχέση η τυπική απόκλιση σǫ µέσω της εξίσωσης

2.10 γράφεται ως

σǫ =
1

N

N
∑

i=1

(yi − axi − b)2 = σ2
y − a2σ2

x = σ2
y −

σ2
y

σ2
x

σ2
x = 0. (2.18)

Αν λοιπόν A = 1/a τότε η τυπική απόκλιση σǫ µηδενίζεται. Είδαµε όµως

παραπάνω ότι σ΄ αυτή την περίπτωση ϑα πρέπει κάθε όρος της να είναι ίσος µε

µηδέν. Κατά συνέπεια ϑα πρέπει yi = axi + b για όλα τα πειραµατικά σηµεία

(xi, yi). Αυτό προφανώς σηµαίνει ότι τα πειραµατικά σηµεία ϐρίσκονται πάνω

στην ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων.

Καταλήγουµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι οι ευθείες y = ax + b και x =
Ay + B συµπίπτουν, τότε και µόνο τότε, όταν τα πειραµατικά σηµεία

πέφτουν πάνω σ΄ αυτές. Από τη σχέση A = 1/a, που όπως είδαµε ισχύει σ΄

αυτή την περίπτωση, και από τις σχέσεις 2.8 και 2.14, έχουµε

Aa = 1 =⇒ σ2
xy

σ2
xσ

2
y

= 1. (2.19)

Την ποσότητα σxy/σxσy την είδαµε στη σελίδα 61 και είχαµε πει ότι είναι ο

συντελεστής συσχέτισης. ΄Οπως ϐλέπουµε εδώ, το γινόµενο των κλίσεων των

δύο ευθειών Aa είναι ίσο µε το τετράγωνο του συντελεστή συσχέτισης (r2 = Aa).

Σύµφωνα µε όσα συµπεράναµε παραπάνω, ο συντελεστής συσχέτισης παίρνει

την τιµή r = 1, τότε και µόνο τότε, όταν τα πειραµατικά σηµεία πέφτουν πάνω

σε ευθεία. Εποµένως σε κάθε άλλη περίπτωση r 6= 1.

Αξίζει εδώ να σηµειώσουµε 4 ότι η τιµή r = 1 και r = −1 είναι η µέγιστη και

η ελάχιστη τιµή αντίστοιχα, που µπορεί να πάρει ο συντελεστής συσχέτισης.

Αυτό προκύπτει από την ανισότητα Cauchy  Schwarz η οποία µπορεί να

γραφεί ως
(

N
∑

i=1

XiYi

)2

≤
N
∑

i=1

X2
i ·

N
∑

i=1

Y 2
i . (2.20)

3η απόδειξη επίσης µπορεί να παραληφθεί σε πρώτη ανάγνωση
4η απόδειξη που ακολουθεί, µπορεί να παραληφθεί σε πρώτη ανάγνωση
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Αν ϑεωρήσουµε ότι Xi = xi − 〈x〉 και Yi = yi − 〈y〉 και διαιρέσουµε και τα δύο

µέλη µε N2, η παραπάνω ανισότητα 2.20 γίνεται

(

1

N

N
∑

i=1

(xi − 〈x〉)(yi − 〈y〉)
)2

≤ 1

N

N
∑

i=1

(xi − 〈x〉)2
·

1

N

N
∑

i=1

(yi − 〈y〉)2. (2.21)

Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα της εξίσωσης 2.7 και τον ορισµό της τυπικής

απόκλισης (ϐλέπε εξίσωση 1.4), η ανισότητα 2.21 γράφεται

σ2
xy ≤ σ2

xσ
2
y (2.22)

και εποµένως

−σxσy ≤ σxy ≤ σxσy. (2.23)

Κατά συνέπεια

−1 ≤ σxy

σxσy

≤ 1 =⇒ −1 ≤ r =
σxy

σxσy

≤ 1 (2.24)

Ο συντελεστής συσχέτισης αποτελεί ένα µέτρο της προσαρµοστικότητας των

πειραµατικών σηµείων (xi, yi) στην ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων. ΄Οσο πιο

κοντά στην ευθεία ϐρίσκονται τα πειραµατικά σηµεία, τόσο πιο κοντά στο 1 ή

στο −1 ϐρίσκεται ο συντελεστής συσχέτισης. Αντιστρόφως όσο ο συντελεστής

συσχέτισης αποµακρύνεται από το 1 ή το −1, τόσο λιγότερο προσαρµόσιµα

είναι τα πειραµατικά σηµεία στην ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων. Αξίζει

να σηµειωθεί ότι η τιµή του συντελεστή συσχέτισης, ως κριτήριο της προσαρ-

µοστικότητας των πειραµατικών σηµείων σε µια καµπύλη, δεν έχει νόηµα να

εφαρµόζεται αν η καµπύλη δεν είναι η ευθεία. Ως παράδειγµα αναφέρουµε τα

πειραµατικά σηµεία της γραφικής παράστασης 2.2, στην οποία είναι ϕανερό

ότι τα πειραµατικά σηµεία δεν προσαρµόζονται σωστά σε ευθεία. Παρ΄ όλα αυ-

τά ο συντελεστής συσχέτισης είναι ίσος µε r = 0.907, (r2 = 0.823), πράγµα που

σηµαίνει υψηλή συσχέτιση µεταξύ των πειραµατικών σηµείων.

Αν τα xi και yi δεν έχουν καµιά απολύτως συσχέτιση (είναι ανεξάρτητα

µεταξύ τους), τότε r = 0.

Στο σχήµα 2.3 ϐλέπουµε τις γραφικές παραστάσεις που προκύπτουν από

τα ῾῾πειραµατικά᾿᾿ σηµεία που ανήκουν στην ευθεία y = 2.5x + 20, στην οποία

έχουµε προσθέσει τυχαία σφάλµατα. Τα τυχαία αυτά σφάλµατα είναι επιλεγ-

µένα ώστε να ακολουθούν τη Γκαουσιανή κατανοµή και να έχουν µέση τιµή

µηδέν.

΄Οπως µπορεί να δει κανείς, όσο αυξάνεται η τυχαιότητα (δηλαδή όσο τα

σηµεία κατανέµονται τυχαία στο χώρο και όχι πάνω στην ευθεία, τόσο ο συντε-

λεστής συσχέτισης πλησιάζει την τιµή 0.
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Σχήµα 2.3: Ο συντελεστής συσχέτισης οδηγείται στο 0, όσο αυξάνεται η τυχαιότητα.
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2.2.3 Προσαρµογή σε καµπύλες που δεν είναι ευθείες

Προφανώς τα πειραµατικά σηµεία δεν ακολουθούν πάντα µια ευθεία. Αυτό

ϕαίνεται να δυσκολεύει τα πράγµατα. Στην πραγµατικότητα όµως τα πράγµατα

δεν είναι και τόσο δύσκολα, αν αναλογιστεί κανείς ότι η ιδέα παραµένει η

ίδια. Αν π.χ. πρέπει στα πειραµατικά σηµεία να προσαρµοστεί η καµπύλη

f(x) = f(x; a, b, c, . . .), η οποία έχει ως ελεύθερες παραµέτρους τα a, b, c κ.τ.λ.,

τότε ϑα πρέπει και πάλι να ελαχιστοποιηθεί το άθροισµα
∑

i(yi − f(xi))
2. Και

σ΄ αυτή την περίπτωση ϑα πρέπει να µηδενιστούν οι µερικές παράγωγοι του

αθροίσµατος ως προς τις ελεύθερες παραµέτρους a, b, c κ.τ.λ., όπως ακριβώς

κάναµε και µε την περίπτωση της ευθείας. Θα προκύψει έτσι ένα σύστηµα

αλγεβρικών εξισώσεων, από τη λύση του οποίου ϑα προκύψουν οι τιµές των

παραµέτρων a, b, c κ.τ.λ., που δίνουν τη ϐέλτιστη καµπύλη.

Η ίδια ακριβώς µεθοδολογία ϑα εφαρµοζόταν και στην περίπτωση, που η

συνάρτηση f δεν ήταν συνάρτηση µιας µεταβλητής, αλλά πολλών µεταβλητών,

π.χ. να έχει τη µορφή f(x, y, z) = ax2 + bx + cy + dz + eyz + f . Και σ΄

αυτή την περίπτωση ο µηδενισµός των αντίστοιχων µερικών παραγώγων οδηγεί

σε ένα σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων, η λύση των οποίων δίνει τις τιµές των

ελεύθερων παραµέτρων.

Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις που περιγράψαµε η εύρεση των παραµέτρων

είναι µια σχετικά εύκολη υπόθεση, αν το σύστηµα των αλγεβρικών εξισώσεων

που ϑα προκύψει για τις ελεύθερες παραµέτρους a, b, c κ.τ.λ., είναι ένα γραµ-

µικό σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων. Το πρόβληµα αρχίζει να δυσκολεύει όταν

το σύστηµα των αλγεβρικών εξισώσεων, που προκύπτει από τους µηδενισµούς

των µερικών παραγώγων ως προς τις ελεύθερες παραµέτρους, δεν είναι γραµ-

µικό. Π.χ. f(t) = f(t; A,ω) = A cos ωt, µε ελεύθερες παραµέτρους A και

ω. Σε τέτοιες περιπτώσεις η λύση δίνεται συνήθως µόνο αριθµητικά και όχι

αναλυτικά, και ο ϐαθµός δυσκολίας επίλυσης τέτοιων συστηµάτων εξισώσεων

αυξάνεται.

2.2.4 Περιπτώσεις που ανάγονται σε ευθείες

Αν ϑέλουµε να προσαρµόσουµε µια καµπύλη σε πειραµατικά δεδοµένα, Θα ή-

ταν ιδιαίτερα ϐολικό αν µπορούσαµε να µετατρέψουµε τη µορφή της σε ευθεία.

Αυτό δε γίνεται πάντα. Υπάρχουν όµως περιπτώσεις στις οποίες γίνεται. Είδαµε

παραπάνω ότι ο αριθµός των ελεύθερων παραµέτρων σε µια ευθεία, είναι δύο (η

κλίση a και η τεταγµένη b). Κατά συνέπεια δε µπορούµε να µετασχηµατίσουµε

µια καµπύλη σε ευθεία, αν έχει περισσότερες από δύο ελεύθερες και ανεξάρ-

τητες µεταξύ τους παραµέτρους. Βασική εποµένως προϋπόθεση για να µπορεί

µια καµπύλη να αναχθεί σε ευθεία, είναι να έχει δύο το πολύ ελεύθερες παρα-

µέτρους. Ωστόσο αυτό δε γίνεται πάντα και ένα παράδειγµα είδαµε µόλις πριν

λίγο µε τη συνάρτηση f(t) = f(t; A,ω) = A cos ωt. Στη συνέχεια ϑα δείξουµε

περιπτώσεις συναρτήσεων y = f(x; a, b), που µε κατάλληλο µετασχηµατισµό
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Σχήµα 2.4: Το ηµιλογαριθµικό χαρτί. Πάνω στις κάθετες στον άξονα xx′ γραµµές,

ϐρίσκονται οι τιµές των λογαρίθµων των ορισµάτων που είναι σηµειωµένα. (Εκεί που

γράφει 0.7 ϐρίσκεται ο log10 0.7)

των x και y σε X και Y αντίστοιχα, µετασχηµατίζονται σε ευθείες Y = AX +B.

Η σχέση y = axn + b (µε γνωστό n) µετασχηµατίζεται στην ευθεία Y = aX+
b αν X = xn και Y = y. Μετατρέπουµε λοιπόν τα Ϲεύγη µετρήσεων (xi, yi) σε

(xn
i , yi).

Η σχέση y = beax, µετασχηµατίζεται στην ευθεία Y = aX + ln b, αν X = x
και Y = ln y. (Παίρνοντας τους λογαρίθµους των δύο µελών, έχουµε ln y =
ln b + a ln ex = ln b + ax). Μετατρέπουµε λοιπόν τα Ϲεύγη µετρήσεων (xi, yi) σε

(xi, ln yi). Μπορεί επίσης να γίνει λογαρίθµηση της σχέσης σε άλλη ϐάση. Με

ϐάση το 10 η σχέση ϑα µετασχηµατίζονταν στην ευθεία Y = a log eX + log b,
όπου X = x και Y = log y (log e = 0.43429448). Οπότε τα Ϲεύγη µετρήσεων

(xi, yi) µετατρέπονται σε (xi, log yi).

Τέτοιες γραφικές παραστάσεις είναι εύκολες να γίνουν στο λεγόµενο ηµι-

λογαριθµικό χαρτί (ϐλέπε σχήµα 2.4). Αυτό το χαρτί είναι διαγραµµισµένο

όπως το µιλιµετρέ. Στο µιλιµετρέ χαρτί κάθε γραµµή ισαπέχει από τις διπλα-

νές της και στους δύο άξονες. Στο ηµιλογαριθµικό χαρτί οι γραµµές του ενός

άξονα ισαπέχουν µεταξύ τους (όπως στο µιλιµετρέ) ενώ για τις γραµµές του

άλλου άξονα ισαπέχουν τα ορίσµατα των λογαρίθµων τους. Με λίγα λόγια οι

γραµµές του δεύτερου άξονα του ηµιλογαριθµικού χαρτιού παριστάνουν τις

ϑέσεις των δεκαδικών λογαρίθµων. Η ευκολία δηλαδή που παρέχει το ηµι-

λογαριθµικό χαρτί είναι ότι δε χρειάζεται να υπολογιστούν οι λογάριθµοι των

µετρήσεων, γιατί οι ίδιες οι γραµµές του λογαριθµικού άξονα, δίνουν τις τιµές
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Σχήµα 2.5: Το λογαριθµικό χαρτί. Οι κάθετες γραµµές και στους δύο άξονες παρι-

στάνουν τους λογαρίθµους των ορισµάτων που είναι σηµειωµένα.

των λογαρίθµων. Π.χ. οι γραµµές του ενός άξονα που παριστάνουν ισαπέχου-

σες αποστάσεις µπορεί να αντιστοιχούν στις τιµές 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 κ.τ.λ. ενώ

οι γραµµές του άλλου (λογαριθµικού) άξονα µπορεί να παριστάνουν τις τιµές

log 0.1, log 0.2, log 0.3, log 0.4 κ.τ.λ. ΄Ετσι είναι ϐολική η χρήση του γιατί δε

χρειάζεται να ϐρίσκουµε τους λογαρίθµους και να τους τοποθετούµε πάνω στο

διάγραµµα, αλλά τους τοποθετούµε εκεί που µας δείχνουν τα ορίσµατα.

Η σχέση y = bxaµετασχηµατίζεται στην ευθεία Y = aX + log b, αν X =
log x και Y = log y. (Λογαριθµίζοντας τη σχέση, παίρνουµε log y = log b +
a log x). Σ΄ αυτή την περίπτωση τα Ϲεύγη µετρήσεων (xi, yi) µετατρέπονται σε

(log xi, log yi). Τέτοιες γραφικές παραστάσεις µπορούν να γίνουν εύκολα στο

λεγόµενο λογαριθµικό χαρτί, του οποίου και οι δύο άξονες έχουν λογαριθµική

κλίµακα (ϐλέπε σχήµα 2.5).

2.3 Ανάλυση οπισθοδρόµησης ή παλινδρόµησης

(Regression Analysis)

Ο προσδιορισµός των ελεύθερων παραµέτρων µιας εξίσωσης µε τη µέθοδο των

ελαχίστων τετραγώνων, που µόλις περιγράψαµε, ονοµάζεται ανάλυση οπισθο-

δρόµησης ή παλινδρόµησης (Regression Analysis). Μέχρι τώρα είδαµε πώς

να προσαρµόσουµε µια καµπύλη στα πειραµατικά δεδοµένα, η µορφή της ο-

ποίας είναι συγκεκριµένη και δεδοµένη, και προβλέπεται από κάποια ϑεωρία.
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Το µόνο που έχουµε να κάνουµε σ΄ αυτή την περίπτωση, είναι να προσδιορί-

σουµε την τιµή των ελεύθερων παραµέτρων της εξίσωσης που αντιστοιχεί στην

καµπύλη των πειραµατικών σηµείων. Η ανάλυση οπισθοδορόµησης σ΄ αυτή

την περίπτωση ονοµάζεται ιεραρχική οπισθοδρόµηση (hierarchical regres

sion).

Υπάρχει όµως και το ενδεχόµενο να µην υπάρχει κάποιο σαφές και ξεκά-

ϑαρο ϑεωρητικό υπόβαθρο πίσω από τα πειραµατικά δεδοµένα, ώστε η ϑεωρία

η ίδια να προβλέπει την εξίσωση που ϑα διέπει τα πειραµατικά δεδοµένα. Στην

περίπτωση αυτή η εξίσωση που διέπει τα πειραµατικά δεδοµένα µπορεί να κα-

τασκευαστεί µέσω της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων. Στις περιπτώσεις

αυτές ο σκοπός είναι να κατασκευαστεί µια εξίσωση πρόβλεψης (prediction

equation), µέσω της οποίας ϑα µπορεί να προβλεφθεί η τιµή του υπό εξέτα-

ση µεγέθους, αν είναι γνωστές οι τιµές των µεγεθών από τα οποία εξαρτάται.

Επίσης µέσω τέτοιων εξισώσεων ϑα µπορούν να αξιολογηθούν οι πειραµατι-

κές µέθοδοι και ϑα µπορέσουν να ερµηνευθούν τα πειραµατικά δεδοµένα. Ο

τρόπος κατασκευής µιας τέτοιας εξίσωσης γίνεται συνήθως ϐηµατικά. Κατ΄

αρχήν ϐρίσκουµε το µέγεθος από το οποίο υπάρχει η µεγαλύτερη εξάρτηση

του υπό εξέταση µεγέθους. Χρησιµοποιώντας ότι ϑεωρητικά εργαλεία έχουµε

στη διάθεσή µας, αλλά και τη µορφή των πειραµατικών σηµείων, όπως αυτή

απεικονίζεται πάνω σε ένα γράφηµα, προσδιορίζουµε τη γενική µορφή που πε-

ϱιµένουµε να έχει η εξίσωση µεταξύ των δύο αυτών µεγεθών. Στη συνέχεια, µε

τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων προσδιορίζουµε τις τιµές των ελευθέρων

παραµέτρων, που ϑα έχει η εξίσωση αυτή. Σε κάθε επόµενο ϐήµα εισάγουµε

στην εξίσωση του προηγούµενου ϐήµατος την εξάρτηση που περιµένουµε να

έχει το υπό εξέταση µέγεθος, από το αµέσως πιο σηµαντικό µέγεθος. Η δια-

δικασία αυτή συνεχίζεται µέχρις ότου η εξίσωση πρόβλεψης να µη ϐελτιώνεται

περισσότερο, εισάγοντας σ΄ αυτή εξαρτήσεις από άλλα µεγέθη. Η ανάλυση οπι-

σθοδρόµησης σ΄ αυτή την περίπτωση ονοµάζεται ϐηµατική οπισθοδρόµηση

(stepwise regression) και είναι αυτή η µορφή της ανάλυσης οπισθοδρόµησης,

που ϑα µας απασχολήσει κατά κύριο λόγο.

Μια καλή εξίσωση πρόβλεψης έχει σταθερές τιµές στις ελεύθερες παρα-

µέτρους της. Αυτό σηµαίνει ότι αν µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων

υπολογίσουµε τις τιµές των ελεύθερων παραµέτρων από δύο διαφορετικές ο-

µάδες πειραµατικών σηµείων, τότε οι τιµές αυτές πρέπει να είναι ίδιες, ή στη

χειρότερη περίπτωση να µη διαφέρουν σηµαντικά µεταξύ τους. Προκειµένου

να συµβαίνει αυτό ϑα πρέπει το δείγµα των πειραµατικών σηµείων να είναι

µεγάλο, ώστε οι διαφορές των µέσων τιµών να ελαχιστοποιούνται.



2.4. ΤΕΧΝΙΚ�ΕΣ ΕΞΑΚΡ�ΙΒΩΣΗΣ ΤΗΣ ΕΓΚΥΡ�ΟΤΗΤΑΣ ΜΙΑΣ ΕΞ�ΙΣΩΣΗΣ 71

2.4 Τεχνικές εξακρίβωσης της εγκυρότητας µιας

εξίσωσης

Οι τεχνικές εξακρίβωσης της εγκυρότητας (cross  validation techniques) µιας

εξίσωσης, είναι τεχνικές που µας επιτρέπουν να αξιολογήσουµε την ακρίβεια

µε την οποία µια εξίσωση πρόβλεψης, προβλέπει αυτά που προβλέπει. Με τις

µεθόδους αυτές ελέγχεται κατά πόσο µια εξίσωση που έχει προκύψει µε την

ανάλυση οπισθοδρόµησης από µια οµάδα πειραµατικών σηµείων, κάνει σωστές

προβλέψεις σε ένα άλλο δείγµα από πειραµατικά σηµεία.

Υπάρχουν τρία είδη εξακρίβωσης της εγκυρότητας, η εξωτερική (external

cross  validation), η εσωτερική (internal cross  validation) και η µικτή.

Η εξωτερική εξακρίβωσης εγκυρότητας συνίσταται στην εφαρµογή της εξί-

σωσης πρόβλεψης σε µια οµάδα πειραµατικών σηµείων ανεξάρτητων απ΄

αυτά που χρησιµοποιήθηκαν για την κατασκευή της. Εννοείται ότι τα

πειραµατικά σηµεία αυτής της οµάδας έχουν ληφθεί µε τις ίδιες πειρα-

µατικές µεθόδους και µε τα ίδια όργανα µέτρησης µε τα οποία ελήφθη-

σαν τα πειραµατικά σηµεία από τα οποία κατασκευάστηκε η υπό εξέταση

εξίσωση.

Η εσωτερική εξακρίβωσης εγκυρότητας συνίσταται στην εφαρµογή της εξί-

σωσης πρόβλεψης σε µια οµάδα πειραµατικών σηµείων από αυτά από τα

οποία κατασκευάστηκε η εξίσωση, τα οποία επιλέγονται µε τυχαίο τρό-

πο. Μια παραλλαγή της τεχνικής αυτής είναι να δηµιουργηθούν δύο

ισοπληθή οµάδες πειραµατικών σηµείων µε τυχαία επιλογή και να κα-

τασκευαστούν µε ανάλυση οπισθοδρόµησης δύο εξισώσεις, µία για κάθε

οµάδα πειραµατικών σηµείων. Στη συνέχεια κάθε εξίσωση εφαρµόζεται

στην άλλη οµάδα πειραµατικών σηµείων, προκειµένου να ελεγχθεί η εγ-

κυρότητά της. Στην περίπτωση που οι δύο εξισώσεις είναι παρόµοιες και

προκύπτει καλή ακρίβεια πρόβλεψης, τότε κατασκευάζεται µια εξίσωση

από το σύνολο των πειραµατικών σηµείων. Η τεχνική αυτή ονοµάζεται

εξακρίβωση εγκυρότητας διπλής κατεύθυνσης (double cross  vali

dation). Μερικές ϕορές αυτό το οποίο κάνουν ορισµένοι ερευνητές είναι

να µοιράζουν µε τυχαίο τρόπο τα πειραµατικά σηµεία σε µια οµάδα που

περιέχει τα 2/3 αυτών και µια οµάδα που περιέχει το 1/3. Χρησιµο-

ποιώντας την οµάδα των 2/3 των πειραµατικών σηµείων κατασκευάζουν

την εξίσωση και µε την οµάδα του 1/3 ελέγχουν την εγκυρότητά της.

Εναλλακτικά υπάρχουν άλλες δύο µέθοδοι για εξακρίβωση της εγκυρότη-

τας. Η µια είναι η τεχνική του σουγιά (jackknife technique), σύµφωνα µε

την οποία τα πειραµατικά σηµεία µοιράζονται µε τυχαίο τρόπο σε ισοπληθείς

οµάδες µετρήσεων. Εξαιρώντας µια οµάδα κάθε ϕορά, η εξίσωση κατασκευά-

Ϲεται από τα πειραµατικά σηµεία όλων των υπολοίπων οµάδων µαζί. Στη συνέ-

χεια, για τα πειραµατικά σηµεία της οµάδας που εξαιρέθηκε, υπολογίζονται τα
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αθροίσµατα των τετράγωνων των διαφορών µεταξύ της εξίσωσης πρόβλεψης και

των πειραµατικών σηµείων. Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται για όλες τις

οµάδες µετρήσεων και η εγκυρότητα της εξίσωσης υπολογίζεται από το άθροι-

σµα των τετραγώνων των διαφορών των πειραµατικών σηµείων κάθε οµάδας

από την εκάστοτε εξίσωση πρόβλεψης.

Η άλλη τεχνική είναι η τεχνική της πρόβλεψης του αθροίσµατος των

τετραγώνων (prediction of sum of squares (PRESS)), γνωστή και ως (bootstrap

technique). Η τεχνική αυτή είναι παρόµοια µε την προηγούµενη. Η διαφορά

είναι ότι αντί να εξάγεται µια οµάδα πειραµατικών σηµείων κάθε ϕορά και να

υπολογίζεται η εξίσωση από τα υπόλοιπα, στην τεχνική αυτή εξάγεται ένα πει-

ϱαµατικό σηµείο κάθε ϕορά και η εξίσωση υπολογίζεται από τα υπόλοιπα. Στη

συνέχεια υπολογίζεται το τετράγωνο της διαφοράς ανάµεσα στο πειραµατικό

αυτό σηµείο και στην εξίσωση πρόβλεψης. Στη συνέχεια η διαδικασία αυτή

επαναλαµβάνεται για όλα τα πειραµατικά σηµεία και υπολογίζεται το τετρά-

γωνο της διαφοράς ανάµεσα στο πειραµατικό σηµείο που δε συµµετέχει στην

κατασκευή της εξίσωσης και στην εκάστοτε εξίσωση πρόβλεψης. Η εξακρίβω-

ση της εγκυρότητας υπολογίζεται από το άθροισµα των τετραγώνων αυτών των

διαφορών για όλα τα πειραµατικά σηµεία.

Σε κάθε περίπτωση υπολογίζεται το συνολικό σφάλµα (Total Error (TE))

της εξίσωσης, το οποίο ορίζεται ως η τετραγωνική ϱίζα της µέσης τιµής των

τετραγώνων των διαφορών ανάµεσα στην προβλεφθείσα τιµή του µεγέθους από

την εξίσωση πρόβλεψης και στη µέτρηση. Το συνολικό σφάλµα της εξίσωσης

παριστάνει το µέσο όρο των αποκλίσεων των µετρήσεων γύρω από τη γραµµή

ταύτισης (line of identity). Η γραµµή ταύτισης είναι µια ευθεία µε κλίση a =
1 και τεταγµένη b = 0. Είναι δηλαδή η ευθεία y = x. Η γραµµή ταύτισης είναι

η ευθεία που περιµένουµε να προκύψει από τις τιµές που προβλέπει η εξίσωση

πρόβλεψης και από τις µετρήσεις του µεγέθους, τις τιµές του οποίου προσπαθεί

να προβλέψει η εξίσωση πρόβλεψης. Αν δηλαδή ο άξονας x παριστάνει τις

προβλέψεις της εξίσωσης και ο άξονας y τις τιµές που µετρήθηκαν, τότε για

µια καλή εξίσωση πρόβλεψης, οι δύο αυτές τιµές ϑα πρέπει να σχεδόν να

συµπίπτουν. Κατά συνέπεια ϑα πρέπει να πέφτουν πολύ κοντά στην ευθεία

y = x, που δεν είναι καµιά άλλη από τη γραµµή ταύτισης.



Κεφάλαιο 3

Επιστηµονικές γκάφες από

εσφαλµένη χρήση της ϑεωρίας

σφαλµάτων

A few observation and much reasoning lead to error; many obse

rvations and a little reasoning to truth.

Alexis Carrel (18731944)

Η εσφαλµένη χρήση της ϑεωρίας σφαλµάτων και κατ΄ επέκταση της στατιστι-

κής, µπορεί να οδηγήσει σε τεράστιες επιστηµονικές γκάφες, που κάθε σοβαρός

επιστήµονας ϑα ήθελε να αποφύγει. Τρεις χαρακτηριστικές τέτοιες περιπτώ-

σεις 1 µπορεί κανείς να ϐρει στις σηµειώσεις του καθηγητή D. M. Harrison

του πανεπιστηµίου του Τορόντο του Καναδά, πάνω στη ϑεωρία σφαλµάτων. Τις

σηµειώσεις αυτές µπορείτε να ϐρείτε στην ιστοσελίδα

http://www.upscale.utoronto.ca/PVB/Harrison/ErrorAnalysis/All.pdf, από

την οποία τις αλίευσα και τις παρουσιάζω εδώ. Είναι επίσης καλό να δείτε το

άρθρο του καθηγητή του πανεπιστηµίου Ιωναννίνων, Γίαννη Ιωαννίδη µε τίτλο

῾῾Γιατί τα ευρήµατα των δηµοσιευµένων ερευνών είναι λάθος᾿᾿2, όπως επίσης και

το άρθρο του εκδότη στο ίδιο περιοδικό 3

3.1 Γκάφα Νο 1: Ψυχρή πυρηνική σύντηξη

Το 1989, οι ερευνητές Stanley Pons και Martin Fleischmann, ανακοίνωσαν

ότι κατάφεραν να προκαλέσουν πυρηνική σύντηξη στο εργαστήριό τους χρη-

σιµοποιώντας µια συσκευή που είχε ϱάβδους παλλαδίου εµβυθισµένους µέσα

1υπάρχουν πολλές περισσότερες
2John P. A. Ioannidis, PLoS Medicine 2, e124 (2005)
3The PLoS Medicine Editors, PLoS Medicine 2, e272 (2005)
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σε ένα λουτρό από δευτέριο 4 ή ϐαρύ νερό 5. ΄Οπως είπαν, η συσκευή αυτή

εξέπεµπε νετρόνια και ακτίνες γ, που είναι χαρακτηριστικά για την ύπαρξη

πυρηνικών αντιδράσεων.

΄Οπως ήταν αναµενόµενο, αυτή η ανακοίνωση προκάλεσε µια τεράστια ανα-

στάτωση στο ευρύ κοινό και οι εφηµερίδες άρχισαν να γράφουν για την αρχή

µιας νέας εποχής µε απεριόριστη τσάµπα ενέργεια. Ωστόσο η ανακάλυψη των

δύο επιστηµόνων δεν ήταν τίποτα άλλο παρά µια επιστηµονική γκάφα. Ψυχρή

σύντηξη, κατά την έννοια που το εννοούσαν δεν µπορεί να υπάρξει. Μεταξύ

άλλων λαθών που έκαναν, παρέλειψαν να κάνουν µια απλή εφαρµογή της ϑεω-

ϱίας σφαλµάτων στα αποτελέσµατά τους, η οποία αµέσως ϑα τους είχε δείξει ότι

δεν είχαν επιτύχει την ψυχρή σύντηξη που ϕανταζόταν, στο εργαστήριό τους.

3.2 Γκάφα Νο 2: Φυτικές ίνες ενάντια στον καρ-

κίνο

Στις αρχές της δεκαετίας του 1970 υπήρξαν αναφορές ερευνητών 6, σύµφωνα

µε τις οποίες τροφές πλούσιες σε ϕυτικές ίνες περιορίζουν την πιθανότητα εµ-

ϕάνισης πολύποδων του παχέος εντέρου, που αποτελούν προποµπό καρκίνου.

Ως αποτέλεσµα αυτών των ερευνών, πολλοί άνθρωποι στράφηκαν στην κατα-

νάλωση ϕυτικών τροφών. Ωστόσο τον Ιανουάριο του 1999 µια µαζική έρευνα,

που δηµοσιεύτηκε στο επιστηµονικό περιοδικό New England Journal of Medi

cine,7 έδειξε ότι η κατανάλωση τροφών πλούσιων σε ϕυτικές ίνες δεν επηρεάζει

την εµφάνιση αυτών των πολύποδων. Ποιά από τις δύο επιστηµονικές εκδοχές

είναι η σωστή ;

Στις αρχικές µελέτες της δεκαετίας του 1970 το δείγµα ανθρώπων πάνω στο

οποίο έγιναν οι µελέτες αυτές, ήταν περιορισµένο. Αναµενόµενο ήταν λοιπόν,

µε ένα τέτοιο µικρό στατιστικό δείγµα, τα αποτελέσµατα να έχουν µεγάλο στα-

τιστικό λάθος. Το λάθος αυτό ήταν τόσο µεγάλο ώστε περιελάµβανε µέσα στο

εύρος του τα αποτελέσµατα και των δύο ερευνών, τα οποία ϐεβαίως ήταν δια-

ϕορετικά. Αυτό ωστόσο δεν τον έλαβαν υπ΄ όψη τους (ή δεν το αντιλήφθηκαν) οι

πρώτοι ερευνητές, µε αποτέλεσµα να παρουσιάσουν ένα λάθος συµπέρασµα.

΄Εχει εποµένως µεγάλη σηµασία, τα αποτελέσµατα που παίρνουµε από µια

στατιστική έρευνα, να είµαστε σε ϑέση να τα ερµηνεύσουµε σωστά, προσδιορί-

Ϲοντας το αντίστοιχο στατιστικό σφάλµα. ∆ιαφορετικά µπορούµε πολύ εύκολα

να καταλήξουµε σε λάθος συµπεράσµατα.

Παρ΄ όλα αυτά οι επιστηµονικές απόψεις σχετικά µε το κατά πόσο οι τροφές,

που είναι πλούσιες σε ϕυτικές ίνες, επιδρούν ή όχι στην εµφάνιση καρκίνου

ακόµα διίστανται.

4υδρογόνο µε δύο νετρόνια
5το ϐαρύ νερό είναι νερό αποτελούµενο από δευτέριο αντί για υδρογόνο
6Bourkit, Lancet ii, 1229 (1969)
7 C. S. Fuchs et al., New Eng. J. Med 340, 169 (1999)
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3.3 Γκάφα Νο 3: Μια ϐλακώδης προσαρµογή καµ-

πύλης σε πειραµατικά δεδοµένα

΄Εχοντας µια σειρά από πειραµατικά δεδοµένα µπορούµε ΠΑΝΤΑ να ϐρούµε

µια καµπύλη µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, η οποία να προσαρµό-

Ϲεται στα πειραµατικά σηµεία. Αυτό ϐεβαίως σε καµιά περίπτωση δε σηµαίνει

ότι τα πειραµατικά σηµεία προσαρµόζονται ΣΩΣΤΑ σ΄ αυτή την καµπύλη. ΄Ε-

χουµε ήδη αναφέρει ότι ένα µέτρο της ῾῾προσαρµοστικότητας᾿᾿ αυτής µας δίνει

ο συντελεστής συσχέτισης, όµως, όπως ϕαίνεται, υπάρχουν σοβαροί ερευνητές,

που δεν τα λαµβάνουν πολύ σοβαρά υπόψη τους όλα αυτά. Βεβαίως αυτό έχει

ως αποτέλεσµα να σχολιάζουµε σήµερα τη δουλειά τους όχι µε τα καλύτερα

σχόλια.

Τα επιστηµονικά περιοδικά Nature και Science είναι δύο από τα εγκυρό-

τερα επιστηµονικά περιοδικά παγκοσµίως. ∆είτε ωστόσο στην εικόνα 3.1 µια

γραφική παράσταση µε την υποσηµείωσή της, που δηµοσιεύθηκε στο περιοδι-

κό Science από τον David W. Roubik 8. Η γραφική παράσταση αυτή αναφέ-

ϱεται στον πληθυσµό δύο τύπων µελισσών. Σύµφωνα µε την υποσηµείωση της

γραφικής παράστασης, η διακεκοµµένη γραµµή είναι ένα πολυώνυµο δευτέ-

ϱου ϐαθµού (παραβολή), το οποίο προσαρµόζεται µε τον καλύτερο τρόπο στα

πειραµατικά σηµεία. Φαίνεται ωστόσο καθαρά από τις ϑέσεις των σηµείων της

γραφικής παράστασης, ότι δεν υπάρχει καµιά σχέση (συσχέτιση) ανάµεσα στις

δύο τύπους µελισσών και κατά συνέπεια η καλύτερη δυνατή προσαρµογή για

την οποία µιλάει ο κ. Roubik δεν έχει καµιά σχέση µε τα πειραµατικά δεδοµέ-

να που παρουσιάζει. ΄Οπως παρατηρεί ο καθηγητής Harrison στις σηµειώσεις

του, τα πειραµατικά σηµεία δίνουν περισσότερο την εικόνα µιας πάπιας, παρά

µιας παραβολής 9.

8David W. Roubik, Science 201, 1030 (1978)
9δείτε το σχετικό annimation σε Flash στην ιστοσελίδα

http://www.upscale.utoronto.ca/GeneralInterest/Harrison/MSW2004/BeesDuck.html
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Σχήµα 3.1: Μια ϐλακώδης προσαρµογή καµπύλης.



Παράρτηµα Α΄

Αξιολόγηση των αποτελεσµάτων

ενός υπολογισµού

In all science, error precedes the truth, and it is better it should

go first than last.

Hugh Walpole (1884  1941)

Α΄.1 Γιατί να αξιολογούµε τα αποτελέσµατα

Προκειµένου να καταλήξουµε σε ένα αποτέλεσµα, συνήθως είναι απαραίτητο να

κάνουµε µια σειρά από µαθηµατικούς υπολογισµούς. Σε αρκετές περιπτώσεις

οι υπολογισµοί αυτοί έχουν αρκετή δουλειά και όσο περισσότερη είναι αυτή

η δουλειά, τόσο µεγαλύτερη είναι η πιθανότητα να γίνουν αριθµητικά λάθη.

Εκτός από την πιθανότητα αυτή, υπάρχει και η πιθανότητα να έχουµε κάνει

κάποιο λάθος στις µαθηµατικές σχέσεις που χρησιµοποιούµε για να λύσουµε

το πρόβληµα.

Προκειµένου να ανακαλύψουµε, αν πράγµατι έχουµε κάνει κάποιο λάθος,

είναι χρήσιµο να επινοούµε διάφορα τεστ για να αξιολογούµε την ορθότητα

των αποτελεσµάτων µας. Αυτά τα τεστ συνήθως δεν µπορούν να µας πουν, αν

το αποτέλεσµα που παίρνουµε είναι το σωστό, µπορούν όµως να µας πουν αν

το αποτέλεσµα που παίρνουµε είναι λάθος. Αυτό είναι ιδιαίτερα σηµαντικό,

µιας και η πείρα έχει δείξει, ότι το µεγαλύτερο µέρος των λαθών που κάνουµε

µπορούµε να το εντοπίσουµε µε αυτά τα τεστ. Με τα τεστ αυτά συνήθως είτε κά-

νουµε κάποιες χονδροειδείς προβλέψεις για το αποτέλεσµα των υπολογισµών

και στη συνέχεια προσπαθούµε να δούµε αν το αποτέλεσµα που ϐρήκαµε εί-

ναι συµβατό µε αυτές, (π.χ. αν κάνουµε ένα υπολογισµό και ϐρούµε ότι η

ηµερήσια δόση ενέργειας που πρέπει να παίρνει ένας άνθρωπος σε ηµερήσια

ϐάση είναι 0.00015 ϑερµίδες, τότε ϑα πρέπει απ΄ ευθείας να καταλάβουµε ότι

έχουµε κάνει κάποιο λάθος στους υπολογισµούς µας, µιας και η ποσότητα

αυτή ενέργειας είναι πρακτικά ίση µε µηδέν), είτε προσπαθούµε να δούµε τις

77
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συνέπειες που έχει το αποτέλεσµα που ϐρήκαµε (π.χ. αν καταλήξουµε σε έ-

να συµπέρασµα ότι το ϐάρος ενός ανθρώπου είναι αντιστρόφως ανάλογο του

ύψους του, τότε οι ψηλότεροι ϑα έπρεπε να είναι ελαφρύτεροι από τους κον-

τότερους, πράγµα που µας οδηγεί να καταλάβουµε ότι κάπου έχουµε κάνει

λάθος).

Αντιλαµβάνεται κανείς ότι για να µπορέσει να ϑέσει τα ερωτήµατα που τίθεν-

ται µέσω αυτών των τεστ, απαιτείται πολύ καλή γνώση του ϑεωρητικού υποβά-

ϑρου που ϐρίσκεται πίσω από τους µαθηµατικούς τύπους και τους αριθµούς.

Συγκεκριµένα τεστ που να καλύπτουν όλες τις περιπτώσεις δεν υπάρχουν. Τα

τεστ αυτά πρέπει κανείς να τα επινοεί για κάθε διαφορετική περίπτωση. Υπάρ-

χουν ωστόσο ορισµένα ϐασικά τεστ που µπορεί κανείς πάντα να τα ελέγχει πριν

δεχθεί την ορθότητα του αποτελέσµατος που έχει πάρει.

Α΄.2 Βασικά τεστ

΄Ελεγχος µε διαστατική ανάλυση

΄Ενα τέτοιο τεστ µας προσφέρει η διαστατική ανάλυση. Κάνοντας ανάλυση

των διαστάσεων του υπό εξέταση µεγέθους, µπορούµε να διαπιστώσουµε αν η

µαθηµατική σχέση, που υποτίθεται ότι εκφράζει το υπό εξέταση µέγεθος είναι

σωστή διαστατικά ή όχι.

΄Ελεγχος µέσω των µονάδων µέτρησης

΄Οµοιο µε αυτό το τεστ είναι και το τεστ που µπορεί να κάνει κανείς µε τις

µονάδες του µεγέθους. Αν η τιµή ενός µεγέθους εκφράζεται σε διαφορετικές

µονάδες απ΄ αυτές που αντιστοιχούν σ΄ αυτό το µέγεθος, τότε σίγουρα έχουµε

κάνει κάπου λάθος.

΄Ελεγχος µέσω χονδροειδών υπολογισµών τάξεως µεγέθους

Για την εκτίµηση της τιµής ενός µεγέθους είναι καλό να κάνουµε χονδροειδείς

υπολογισµούς, κρατώντας µόνο τα πιο σηµαντικά ψηφία των αριθµών. Στις

περιπτώσεις αυτές µπορούµε ακόµα και να στρογγυλοποιούµε τους αριθµούς

κατά το δοκούν, εφ΄ όσον αυτό µας ϐολεύει στην απλοποίηση των υπολογισµών.

Αν π.χ. έχουµε να κάνουµε τον υπολογισµό 512.3× 3.14× 8× 105/7.7× 10−2
τότε µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι το 7.7 του παρανοµαστή είναι περίπου 8,

οπότε απαλείφεται µε το 8 του αριθµητή και 512.3 × 3.14 ≈ 500 × 3 = 1500.

Οπότε το αποτέλεσµα περίπου είναι ίσο µε 1500 × 105+2 = 1500 × 107. Αν

κάνουµε τις ακριβείς πράξεις ϐρίσκουµε 1671.29 × 107. ΄Οπως ϐλέπετε δεν

πέσαµε και πολύ έξω. Αν όµως ϐρίσκαµε 3124.4 × 107, τότε ϑα έπρεπε να

υποψιαστούµε ότι κάτι δεν πάει καλά. Σ΄ αυτή την περίπτωση ϑα έπρεπε να

ξανακάνουµε τον υπολογισµό από την αρχή. Ας δούµε άλλο ένα παράδειγµα,
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π.χ. τον υπολογισµό 3.14× 8.01/51.3. Εδώ ο αριθµητής είναι ίσος µε περίπου

3×8 = 24 ≈ 25 και ο παρανοµαστής είναι περίπου ίσος µε 50. Οπότε το αποτέ-

λεσµα είναι περίπου ίσο µε 0.5. Η πραγµατική τιµή, που προκύπτει από τους

ακριβείς υπολογισµούς είναι 0.49028. Αν εποµένως ϐρίσκαµε κάτι σαν 13.28
ϑα έπρεπε να καταλάβουµε ότι έχουµε κάνει λάθος. Σε τέτοιους χονδροειδείς

υπολογισµούς πρέπει να δοθεί µεγάλη προσοχή στις δυνάµεις. Η πραγµατική

αξία του αριθµού ϐρίσκεται σ΄ αυτές και κατά συνέπεια προσεγγίσεις τέτοιου

τύπου µε τις δυνάµεις δεν κάνουµε. Κατά συνέπεια τις πράξεις στις δυνάµεις

πρέπει να τις κάνουµε ακριβώς.

΄Ελεγχος προβλέψεων της µαθηµατικής σχέσης

Αν κάνουµε µαθηµατικές πράξεις προκειµένου να καταλήξουµε σε µια µαθη-

µατική σχέση, ϑα πρέπει να δούµε τι προβλέπει αυτή η µαθηµατική σχέση για

τις διάφορες περιπτώσεις. Αν οι προβλέψεις της είναι εσφαλµένες, τότε σίγουρα

κάπου έχουµε κάνει λάθος. Π.χ. ας υποθέσουµε ότι σύµφωνα µε µια µαθη-

µατική σχέση, που προβλέπει το ϐάρος ενός ανθρώπου από τα σωµατοµετρικά

χαρακτηριστικά του, το ϐάρος του ανθρώπου είναι αντιστρόφως ανάλογο µε

το ύψος του. Είναι προφανές ότι η σχέση αυτή είναι λάθος, ή στην καλύτερη

περίπτωση ϑα πρέπει να τη δούµε µε σκεπτικισµό. Αν το ϐάρος του ανθρώπου

ήταν αντιστρόφως ανάλογο του ύψους του, τότε όσο ψηλότερος ήταν κάποιος,

τόσο µικρότερο ϑα ήταν το ϐάρος του. Η κοινή εµπειρία όµως άλλα λέει.

Σε πολλές περιπτώσεις, ο έλεγχος των προβλέψεων µιας µαθηµατικής σχέ-

σης είναι καλό να γίνεται, σε ακραίες περιπτώσεις, για τις οποίες συνήθως

µπορεί να εξαχθεί ένα χαρακτηριστικό αποτέλεσµα, που ϑα µας επιτρέψει να

καταλάβουµε, αν η σχέση που ϐγάλαµε είναι σωστή ή λάθος. Π.χ. όπως ίσως

ϑα έχετε δει (ή ϑα δείτε) υπάρχει ένας τύπος, ο λεγόµενος τύπος του Siri, σύµ-

ϕωνα µε τον οποίο το επί τοις εκατό ποσοστό λίπους σε ένα άνθρωπο (%BF )

δίνεται από τη σχέση %BF = 495/dB − 450, όπου dB είναι η πυκνότητα του

ανθρωπίνου σώµατος σε gr/cm3. Ο τύπος αυτός υποθέτει ότι το σώµα αποτε-

λείται από λίπος (BF )και άλιπη µάζα (FFM ), η πυκνότητα των οποίων είναι

dBF = 0.900gr/cm3 και dFFM = 1.100gr/cm3 αντίστοιχα. Στην ακραία υ-

ποθετική περίπτωση , που ο άνθρωπος αποτελείται από 100% λίπος 1, τότε

ϑα έπρεπε η πυκνότητά του να είναι ίση µε την πυκνότητα του λίπους, δηλ.

0.900gr/cm3. Αν λοιπόν dB = dBF = 0.900gr/cm3, τότε από τον τύπο του

Siri παίρνουµε %BF = 495/0.900 − 450 = 550 − 450 = 100. ΄Αρα η πρόβλε-

ψη είναι αναµενόµενη. Αντίστοιχα, στο άλλο άκρο, αν ο άνθρωπος δεν είχε

καθόλου λίπος, τότε η πυκνότητά του ϑα έπρεπε να είναι ίση µε αυτή της ά-

λιπης µάζας, δηλ. dB = dFFM = 1.100gr/cm3. Τότε ο τύπος του Siri γίνεται

%BF = 495/1.100 − 450 = 450 − 450 = 0. Αναµενόµενα λοιπόν και σ΄ αυ-

τή την περίπτωση τα αποτελέσµατα, άρα ϕαίνεται ότι η εξίσωση είναι µάλλον

1αυτή η περίπτωση δεν µπορεί να εµφανιστεί σε άνθρωπο, αλλά ο τύπος του Siri, ως µαθη-

µατική οντότητα, δεν απαγορεύεται να πάρει τέτοιες τιµές
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σωστή. Αν όµως σε κάποια από τις δύο ακραίες περιπτώσεις που είδαµε, δεν

ϐρίσκαµε αυτά τα αναµενόµενα αποτελέσµατα, τότε σίγουρα ο τύπος του Siri

ϑα είχε κάπου λάθος.

΄Εχοντας ήδη κάνει αυτή την ανάλυση, µπορούµε να αντιληφθούµε ότι ακό-

µα κι αν δε ϑυµόµαστε αν ο τύπος του Siri γράφεται ως %BF = 495/dB − 450
ή ως %BF = 450/dB − 495 (αν δηλαδή δε ϑυµόµαστε ῾῾σε ποια ϑέση᾿᾿ ϐρίσκεται

το 495 και το 450, εύκολα ϑα µπορούσαµε να το ϐρούµε κοιτάζοντας ποια από

τις δύο σχέσεις ικανοποιεί τις ακραίες αυτές καταστάσεις. ΄Οµως ακόµα κι αν

δε ϑυµόµασταν καν τα νούµερα 495 και 450 και απλώς ϑυµόµασταν τη µορφή

της εξίσωσης, ότι δηλαδή %BF = A/dB −B, τότε ϑα µπορούσαµε κάνοντας τις

παραπάνω σκέψεις για τις δύο ακραίες καταστάσεις, να ϐρούµε τις τις τιµές των

A και B από το σύστηµα των εξισώσεων 100 = A/0.9 − B και 0 = A/1.1 − B,

η λύση του οποίου δίνει A = 495 και B = 450.

Αντιλαµβάνεται λοιπόν κανείς πόσο πολλαπλά ωφεληµένοι ϐγαίνουµε από

µια τέτοια ανάλυση των προβλέψεων µιας εξίσωσης.

Αντιλαµβάνεται λοιπόν κανείς πόσο χρήσιµο είναι να κάνει κανείς αυτούς τους

ελέγχους στα αποτελέσµατά του. Αν κανείς καταφέρει να εξαλείψει τα ῾῾χον-

δροειδή᾿᾿ λάθη, που µπορεί να τα εντοπίσει µε αυτά τα τεστ, τότε η πιθανότητα

να έχει κάνει κάποιο µικρότερο λάθος ελαχιστοποιείται.

Στη συνέχεια ϑα αναφέρουµε µερικές απλές παρατηρήσεις, που αφορούν

τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση, τα οποία µπορούν να χρησιµοποιη-

ϑούν σαν τεστ για την ανίχνευση πιθανών λαθών. Οι µαθηµατικές αποδείξεις,

που παρουσιάζονται παρακάτω, δίνονται µόνο για πληρότητα του κειµένου και

µπορούν να παραληφθούν σε πρώτη ανάγνωση.

Α΄.3 Τεστ για τη µέση τιµή και την τυπική από-

κλιση

Α΄.3.1 Επίδραση αθροιστικού όρου στη µέση τιµή και την

τυπική απόκλιση

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε µια σειρά µετρήσεων x1, x2, . . . , xN , οι οποίες έ-

χουν µέση τιµή 〈x〉 = 1/N
∑

xi και τυπική απόκλιση σ =
√

〈x2〉 − 〈x〉2. Ας

υποθέσουµε επίσης ότι το µέγεθος που µας ενδιαφέρει προκύπτει απ΄ αυτές

τις µετρήσεις, αν σ΄ αυτές προστεθεί ένας σταθερός όρος c. Κατά συνέπεια οι

τιµές που ϑα έχουµε µετρήσει για το µέγεθος που µας ενδιαφέρει (µε έµµεση

µέτρηση αφού προσθέτουµε κάποιο σταθερό όρο) ϑα είναι : x′
1, x

′
2, . . . x

′
N όπου

x′
1 = x1 + c, x′

2 = x2 + c, . . ., x′
N = xN + c. Ας συµβολίσουµε µε 〈x′〉 τη
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µέση τιµή αυτών των µετρήσεων και µε σ′ =
√

〈x′2〉 − 〈x′〉2 την τυπική τους

απόκλιση.

Η µέση τιµή 〈x′〉 αυτών των µετρήσεων ϑα είναι :

〈x′〉 =
1

N

N
∑

i=1

x′
i =

1

N

N
∑

i=1

(xi + c)

=
1

N

N
∑

i=1

xi +
1

N

N
∑

i=1

c = 〈x〉 +
1

N
Nc = 〈x〉 + c

Εποµένως

〈x′〉 = 〈x〉 + c (Α΄.1)

που σηµαίνει ότι ο αθροιστικός όρος που αθροιζόταν στις µετρήσεις, α-

πλώς µεταφέρεται αθροιζόµενος και στη µέση τιµή.

Ας δούµε τώρα τι γίνεται µε την τυπική απόκλιση σ′. Θα ϐρούµε πρώτα τι

τιµή παίρνει η ποσότητα 〈x′2〉. Θα είναι :

〈x′2〉 =
1

N

N
∑

i=1

x′2
i =

1

N

N
∑

i=1

(xi + c)2 =
1

N

N
∑

i=1

(x2
i + 2xic + c2)

=
1

N

N
∑

i=1

x2
i +

1

N

N
∑

i=1

2xic +
1

N

N
∑

i=1

c2 = 〈x2〉 + 2〈x〉c + c2.

Εποµένως

〈x′2〉 = 〈x2〉 + 2〈x〉c + c2. (Α΄.2)

Από την άλλη, η ποσότητα 〈x′〉2 είναι ίση µε :

〈x′〉2 = (〈x〉 + c)2 = 〈x〉2 + 2〈x〉c + c2.

΄Ετσι :

σ′ =
√

〈x′2〉 − 〈x′〉2 =
√

〈x2〉 + 2〈x〉c + c2 − 〈x〉2 − 2〈x〉c − c2

=
√

〈x2〉 − 〈x〉2 = σ

Κατά συνέπεια :

σ′ = σ (Α΄.3)

Εποµένως αν προστεθεί κάποιος σταθερός όρος στις µετρήσεις µας, η

τυπική απόκλιση δεν αλλάζει.

Α΄.3.2 Επίδραση πολλαπλασιαστικού παράγοντα στη µέση

τιµή και την τυπική απόκλιση

΄Οπως και πριν, ας υποθέσουµε ότι έχουµε µια σειρά µετρήσεων x1, x2, . . . , xN ,

οι οποίες έχουν µέση τιµή 〈x〉 = 1/N
∑

xi και τυπική απόκλιση σ =
√

〈x2〉 − 〈x〉2
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και ας υποθέσουµε επίσης ότι το µέγεθος που µας ενδιαφέρει, προκύπτει απ΄

αυτές τις µετρήσεις, αν αυτές πολλαπλασιαστούν µε ένα σταθερό παράγοντα

λ. Κατά συνέπεια οι τιµές που ϑα έχουµε µετρήσει για το µέγεθος που µας

ενδιαφέρει (µε έµµεση µέτρηση αφού πολλαπλασιάζουµε µε κάποιο σταθερό

παράγοντα) ϑα είναι : x′
1, x

′
2, . . . x

′
N , όπου x′

1 = λx1, x′
2 = λx2, . . ., x′

N = λxN .

΄Οπως και πριν, ας συµβολίσουµε µε 〈x′〉 τη µέση τιµή αυτών των µετρήσεων

και µε σ′ =
√

〈x′2〉 − 〈x′〉2 την τυπική τους απόκλιση.(Προφανώς τα τονούµενα

µεγέθη σ΄ αυτή την περίπτωση καµιά σχέση δεν έχουν µε τα τονούµενα µεγέθη

της προηγούµενης περίπτωσης, όπου αθροιζόταν στις µετρήσεις ένας σταθερός

όρος. Χρησιµοποιούµε απλώς και εδώ τονούµενα µεγέθη χάριν ευκολίας.)

Για τη νέα µέση τιµή λοιπόν ϑα έχουµε:

〈x′〉 =
1

N

N
∑

i=1

x′
i =

1

N

N
∑

i=1

λxi = λ
1

N

N
∑

i=1

xi = λ〈x〉

Εποµένως

〈x′〉 = λ〈x〉 (Α΄.4)

Αν λοιπόν οι µετρήσεις µας πολλαπλασιάζονται µε ένα σταθερό παρά-

γοντα, πολλαπλασιάζεται επίσης και η µέση τιµή.

Για τη νέα τυπική απόκλιση, σ′ =
√

〈x′2〉 − 〈x′〉2, ϑα πρέπει όπως και πριν

να υπολογίσουµε τον όρο 〈x′2〉. Θα έχουµε λοιπόν :

〈x′2〉 =
1

N

N
∑

i=1

x′2
i =

1

N

N
∑

i=1

(λxi)
2 = λ2 1

N

N
∑

i=1

xi = λ2〈x2〉

Κατά συνέπεια :

σ′ =
√

〈x′2〉 − 〈x′〉2 =
√

λ2〈x2〉 − λ2〈x〉2 = λ
√

〈x2〉 − 〈x〉2 = λσ

Εποµένως:

σ′ = λσ (Α΄.5)

Εποµένως αν οι µετρήσεις µας πολλαπλασιάζονται µε ένα σταθερό παρά-

γοντα, τότε η τυπική απόκλιση πολλαπλασιάζεται µε τον ίδιο σταθερό

αυτό παράγοντα.

Α΄.3.3 Εκτίµηση της µέσης τιµής

Είναι προφανές (ή τουλάχιστον ϑα έπρεπε να είναι προφανές) ότι η µέση τιµή

µιας σειράς µετρήσεων ϐρίσκεται ανάµεσα στις µετρήσεις αυτές. Τι ῾῾µέση τιµή᾿᾿

ϑα ήταν άλλωστε, αν δεν ϐρισκόταν κάπου στο µέσο αυτών των τιµών ; Επειδή

όµως για κάποιους ίσως αυτό δεν είναι και τόσο προφανές, ϑα ο αποδείξουµε

στις παρακάτω γραµµές.
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Η µέση τιµή µιας σειράς µετρήσεων x1, x2, . . . , xN ϐρίσκεται ανάµεσα

στη µέγιστη και στην ελάχιστη τιµή τους.

Απόδειξη

Ας υποθέσουµε ότι xmin είναι η ελάχιστη τιµή και xmax η µέγιστη τιµή µιας

σειράς µετρήσεων x1, x2, . . . , xN . Τότε για κάθε µιά από τις τιµές x1, x2, . . . , xN

ϑα ισχύει :

xmin ≤ x1 ≤ xmax

xmin ≤ x2 ≤ xmax
...

xmin ≤ xN ≤ xmax

Αθροίζοντας κατά µέλη τις παραπάνω σχέσεις ϑα έχουµε:

Nxmin ≤ x1 + x2 + . . . + xN ≤ Nxmax

και διαιρώντας µε N :

xmin ≤ 1

N
(x1 + x2 + . . . + xN) ≤ xmax.

΄Οµως 〈x〉 = 1
N

(x1 + x2 + . . . + xN) και εποµένως:

xmin ≤ 〈x〉 ≤ xmax (Α΄.6)

Κατά συνέπεια αν ϐρείτε µια µέση τιµή που να µην είναι ανάµεσα στη

µέγιστη και στην ελάχιστη τιµή των µετρήσεων, είναι απολύτως ϐέβαιο ότι έχετε

κάνει λάθος στις πράξεις.

Α΄.3.4 Εκτίµηση της τυπικής απόκλισης

΄Εχουµε πει ότι η τυπική απόκλιση δίνει ένα µέτρο της διασποράς των µετρή-

σεων από τη µέση τιµή. ΄Οσο πιο πολύ έχουν διασπαρθεί οι µετρήσεις γύρω

από τη µέση τιµή, τόσο µεγαλύτερη είναι η τυπική απόκλιση. Είναι εποµένως

αναµενόµενο, η τυπική απόκλιση να σχετίζεται µε το εύρος της διασποράς των

µετρήσεων. Θα δείξουµε στη συνέχεια ότι :

Η τυπική απόκλιση είναι µικρότερη από τη διαφορά ανάµεσα στη

µέγιστη και την ελάχιστη τιµή των µετρήσεών µας. (Σε µια άλλη διατύ-

πωση, ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι η τυπική απόκλιση είναι το πολύ ίση µε

τη διαφορά ανάµεσα στη µέγιστη και στην ελάχιστη τιµή των µετρήσεων.)

Αν, κατά συνέπεια, ϐρείτε µια τιµή για την τυπική απόκλιση που είναι

µεγαλύτερη από τη διαφορά ανάµεσα στη µέγιστη και την ελάχιστη τιµή των

µετρήσεων, έχετε µετά ϐεβαιότητας κάνει λάθος στις πράξεις σας και ϑα πρέπει

να τις επαναλάβετε.

Απόδειξη



84 ΠΑΡ�ΑΡΤΗΜΑ Α΄. ΑΞΙΟΛ�ΟΓΗΣΗ ΤΩΝ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜ�ΑΤΩΝ

Ας υποθέσουµε, (όπως και πριν) ότι η µέγιστη τιµή των µετρήσεων µας

είναι η xmax και η ελάχιστη η xmin. Επειδή η τυπική απόκλιση είναι : σ =
√

〈x2〉 − 〈x〉2, ϑα προσπαθήσουµε να εκτιµήσουµε τις τιµές των 〈x2〉 και 〈x〉2.
Ας υποθέσουµε ακόµα ότι οι µετρήσεις µας είναι ϑετικές ποσότητες 2.

Αποδείξαµε προηγουµένως ότι : xmin ≤ < x > ≤ xmax. ∆εδοµένου ότι

όλες οι ποσότητες αυτής της σχέσης είναι ϑετικές, αν υψώσουµε στο τετράγωνο

ϑα πάρουµε: x2
min ≤ 〈x〉2 ≤ x2

max. Πολλαπλασιάζοντας µε −1 ϑα έχουµε:

−x2
max ≤ −〈x〉2 ≤ −x2

min. (Α΄.7)

Ας δούµε τώρα τι γίνεται για την ποσότητα 〈x2〉. Είδαµε στην προηγούµενη

απόδειξη ότι για κάθε µέτρηση xi είχαµε : xmin ≤ xi ≤ xmax. Υψώνοντας

στο τετράγωνο, (και δεδοµένου ότι έχουµε υποθέσει ότι οι µετρήσεις µας είναι

ϑετικές ποσότητας) ϑα έχουµε: x2
min ≤ x2

i ≤ x2
max. Θα είναι δηλαδή:

x2
min ≤ x2

1 ≤ x2
max

x2
min ≤ x2

2 ≤ x2
max

...

x2
min ≤ x2

N ≤ x2
max

Αθροίζοντας κατά µέλη τις παραπάνω σχέσεις ϑα έχουµε:

Nx2
min ≤ x2

1 + x2
2 + . . . + x2

N ≤ Nx2
max

και διαιρώντας µε N :

x2
min ≤ 1

N
(x2

1 + x2
2 + . . . + x2

N) ≤ x2
max.

΄Οµως 〈x2〉 = 1
N

(x2
1 + x2

2 + . . . + x2
N) και εποµένως:

x2
min ≤ 〈x2〉 ≤ x2

max (Α΄.8)

Αθροίζοντας κατά µέλη τις σχέσεις (7) και (8), έχουµε:

−(x2
max − x2

min) ≤ 〈x2〉 − 〈x〉2 ≤ x2
max − x2

min

και εποµένως:

σ ≤
√

x2
max − x2

min =
√

(xmax − xmin)(xmax + xmin)

Είδαµε ήδη ότι αν προσθέσουµε κάποιο σταθερό όρο στις µετρήσεις µας, η

τυπική απόκλιση δεν αλλάζει. Εποµένως στην τελευταία σχέση τα xmax και

2Ακόµα κι αν δεν είναι ϑετικές ποσότητες, µπορούµε να προσθέσουµε σ΄ αυτές ένα σταθερό

όρο, έτσι ώστε να γίνουν ϑετικές. ΄Οπως είδαµε νωρίτερα, η πρόσθεση ενός σταθερού όρου στις

µετρήσεις µας, δεν επηρεάζει την τυπική απόκλιση.
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xmin µπορούν να µετατοπιστούν προς τα πάνω ή προς τα κάτω κατά ένα σταθερό

όρο, χωρίς να αλλάξει η τυπική απόκλιση. Θα πρέπει ωστόσο να προσέξουµε η

µετατόπιση αυτή να µη µετακινήσει τις µετρήσεις µας σε αρνητικές τιµές, γιατί

τότε οι ανισότητες που γράψαµε παρά πάνω, όταν υψώσαµε στο τετράγωνο,

µπορεί να µην ισχύουν. Θα πρέπει δηλαδή η ελάχιστη τιµή των µετρήσεων

να είναι ϑετική ή µηδέν (xmin ≥ 0). Εκείνο όµως που µένει αµετάβλητο,

ανεξάρτητα από την προς τα πάνω ή προς τα κάτω µετατόπιση των µετρήσεών

µας, είναι η διαφορά ανάµεσα στη µέγιστη και την ελάχιστη τιµή τους. Ας

ονοµάσουµε αυτή τη διαφορά ∆ = xmax − xmin. Μέσω αυτής της διαφοράς η

τελευταία σχέση µπορεί να γραφεί ως :

σ ≤
√

∆(xmax − xmin + 2xmin) =
√

∆(∆ + 2xmin)

Σ΄ αυτή την τελευταία σχέση το µόνο που µπορεί να µετατοπίζεται, χωρίς να

αλλάζει η τυπική απόκλιση, είναι το xmin, το οποίο όπως είπαµε, έχουµε ϑε-

ωρήσει ότι είναι ϑετικό ή µηδέν. ΄Οπως µπορεί να παρατηρήσει κανείς, για

οποιαδήποτε ϑετική τιµή του xmin, η ποσότητα ∆(∆ + 2xmin) είναι µεγαλύτε-

ϱη από την τιµή που παίρνει η ίδια ποσότητα για xmin = 0. Κατά συνέπεια

ένα πάνω όριο για την τυπική απόκλιση µπορούµε να πάρουµε, αν ϑέσουµε

xmin = 0. 3 Τότε έχουµε:

σ ≤
√

∆2 = ∆. (Α΄.9)

Επισηµαίνουµε λοιπόν ξανά ότι αν ϐρεθεί τυπική απόκλιση µεγαλύτερη από

το εύρος των µετρήσεών µας (δηλαδή από τη διαφορά ανάµεσα στη µέγιστη και

στην ελάχιστη τιµή), τότε µετά ϐεβαιότητας υπάρχει λάθος στον υπολογισµό της

τυπικής απόκλισης.

Α΄.3.5 Μετατόπιση της µέσης τιµής και της τυπικής από-

κλισης µετά από απόρριψη ακραίων µετρήσεων

Ας υποθέσουµε ότι η µικρότερη (µεγαλύτερη) τιµή µιας σειράς µετρή-

σεων απορρίπτεται. Τότε η νέα µέση τιµή των µετρήσεων µεγαλώνει

(µικραίνει).

Απόδειξη

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε µια σειρά µετρήσεων x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xN

τις οποίες τις έχουµε διατάξει κατ΄ αύξουσα σειρά. Η µέση τους τιµή είναι

〈x〉 = 1/N(x1 + x2 + . . . + xN). Αν απ΄ αυτές τις µετρήσεις απορριφθεί η

3 ΄Ολη αυτή τη συζήτηση ϑα µπορούσαµε να την κάνουµε ϑεωρώντας από την αρχή ότι

µετατοπίζουµε τις µετρήσεις µας κατά ένα σταθερό προσθετικό όρο, έτσι ώστε xmin = 0. Τότε

ϑα είχαµε : 〈x2〉 ≤ x2

max
και −〈x〉2 ≤ 0, οπότε : σ =

√

〈x2〉 − 〈x〉2 ≤
√

x2
max

− 0 = xmax.

Επειδή όµως xmin = 0, το xmax είναι ίσο µε το εύρος ∆ των µετρήσεων (ή µε τη διαφορά

ανάµεσα στη µέγιστη xmax και την ελάχιστη τιµή xmin των µετρήσεων) και κατά συνέπεια

σ ≤ ∆.
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µικρότερη µέτρηση, τότε η νέα µέση τιµη 〈x′〉 ϑα είναι :

〈x′〉 =
1

N − 1
(x2 + x3 + . . . + xN) =

N

N − 1
·

1

N
(x1 + x2 + . . . + xN − x1)

=
N

N − 1
〈x〉 − x1

N − 1
=

N − 1 + 1

N − 1
〈x〉 − x1

N − 1
= 〈x〉 +

〈x〉 − x1

N − 1

Επειδή η µέτρηση x1 είναι η µικρότερη µέτρηση, η διαφορά 〈x〉 − x1 ϑα είναι

ϑετική ή στην ακραία περίπτωση, ϑα είναι µηδέν (〈x〉 − x1 ≥ 0). Εποµένως:

〈x′〉 ≥ 〈x〉
Με όµοιο τρόπο µπορούµε να δείξουµε ότι αν απορρίπτεται και η αµέσως

επόµενη µέτρηση x2, τότε η νέα µέση τιµή ϑα είναι ακόµα µεγαλύτερη. Επίσης

µε όµοιο τρόπο µπορεί να δείξει κανείς ότι αν απορρίπτεται η µεγαλύτερη

µέτρηση (xN ), τότε η νέα µέση τιµή µικραίνει. ∆εν µπορούµε να ϐγάλουµε

άµεσα συµπέρασµα αν µικραίνει ή µεγαλώνει η µέση τιµή, στην περίπτωση

που απορρίπτεται και η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή των µετρήσεων.

Ας δούµε τώρα τι συµβαίνει µε την τυπική απόκλιση στην περίπτωση που

απορρίπτεται κάποια ακραία µέτρηση. Ας χρησιµοποιήσουµε τονούµενα σύµ-

ϐολα, για να συµβολίσουµε τις νέες τιµές τυπικής απόκλισης και µέσης τιµής.

Είδαµε προηγουµένως ότι : 〈x′〉 = 〈x〉 + (〈x〉 − x1)/(N − 1). Στη σχέση αυτή

είχαµε ϑεωρήσει ότι το x1 είναι η µικρότερη ακραία τιµή που απορρίπτεται. Η

σχέση όµως ϑα ήταν ίδια και αν το x1 ήταν η µεγαλύτερη ακραία τιµή που ϑα

έπρεπε να απορριφθεί. Κατά συνέπεια για τις νέες µέσες τιµές που προκύπτουν

µετά την απόρριψη της ακραίας τιµής x1 (ανεξάρτητα αν αυτή είναι η ελάχιστη

ή η µέγιστη τιµή που απορρίπτεται), ϑα έχουµε:

〈x′〉2 =

(

〈x〉 +
〈x〉 − x1

N − 1

)2

= 〈x〉2 + 2〈x〉〈x〉 − x1

N − 1
+

(

〈x〉 − x1

N − 1

)2

Από την άλλη:

〈x′2〉 =
1

N − 1
(x2

2 + x2
3 + . . . x2

N) =
N

N − 1
·

1

N
(x2

1 + x2
2 + · · · x2

N − x2
1)

=
N

N − 1
〈x2〉 − x2

1

N − 1
=

N − 1 + 1

N − 1
〈x2〉 − x2

1

N − 1
= 〈x2〉 +

〈x2〉 − x2
1

N − 1

΄Ετσι :

σ′2 = 〈x′2〉 − 〈x′〉2

= 〈x2〉 +
〈x2〉 − x2

1

N − 1
− 〈x〉2 − 2〈x〉〈x〉 − x1

N − 1
−
(

〈x〉 − x1

N − 1

)2

= σ2 +
1

N − 1
(〈x2〉 − x2

1 − 2〈x〉2 + 2〈x〉x1) −
(

〈x〉 − x1

N − 1

)2

= σ2 +
1

N − 1
(σ2 − (〈x〉 − x1)

2) −
(

〈x〉 − x1

N − 1

)2
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΄Οπως είπαµε προηγουµένως, µια ακραία µέτρηση xi απορρίπτεται, αν ϐρί-

σκεται έξω από το διάστηµα [〈x〉−βσ, 〈x〉+βσ]. Εποµένως γι αυτές τις ακραίες

µετρήσεις ϑα ισχύει : |xi−〈x〉| > βσ =⇒ (xi−〈x〉)2 > β2σ2 =⇒ −(xi−〈x〉)2 <
−β2σ2.

Κατά συνέπεια :

σ′2 < σ2 +
1

N − 1
(σ2 − β2σ2) −

( β2σ2

N − 1

)2

= σ2 + σ2
[1 − β2

N − 1
−
( β

N − 1

)2]

= σ2 +
σ2

(N − 1)2
((N − 1)(1 − β2) − β2)

= σ2 +
σ2

(N − 1)2
(N − 1 − Nβ2 + β2 − β2)

= σ2 − σ2

(N − 1)2
(N(β2 − 1) + 1).

Επειδή η ποσότητα N(β2 − 1)+1 είναι πάντα ϑετική (δες τις τιµές που παίρνει

το β στον πίνακα του ϐιβλίου), η ποσότητα σ2

(N−1)2
(N(β2−1)+1) ϑα είναι επίσης

ϑετική και κατά συνέπεια

σ′ < σ. (Α΄.10)

΄Αρα όταν απορρίπτονται ακραίες µετρήσεις, η τυπική απόκλιση µειώ-

νεται. Αν κατά συνέπεια απορρίψετε κάποιες τιµές µε το κριτήριο Chauvenet

και η νέα τυπική απόκλιση σάς ϐγει µεγαλύτερη από την αρχική, τότε µετά

ϐεβαιότητας έχετε κάνει κάπου λάθος στις πράξεις και ϑα πρέπει να τις επανα-

λάβετε.

Α΄.4 Ευθείες ελαχίστων τετραγώνων

Εξ ορισµού η ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων ελαχιστοποιεί τις αποστάσεις

ανάµεσα στις τιµές yi των πειραµατικών σηµείων (xi, yi) και τα αντίστοιχα y
της ευθείας για το ίδιο xi. Είναι λοιπόν προφανές ότι η ευθεία αυτή πρέπει να

περνάει ανάµεσα στα πειραµατικά σηµεία. Θα ήταν λάθος λοιπόν αν ϐρίσκαµε

µια ευθεία :

♠ για την οποία τα πειραµατικά σηµεία ϐρίσκονται όλα από τη µια µεριά

της, όπως στο σχήµα Α΄.1.

♠ η κατεύθυνση της οποίας διαφέρει από την κατεύθυνση της ευθείας που

δείχνει η εικόνα των πειραµατικών σηµείων, όπως στο σχήµα Α΄.2.



88 ΠΑΡ�ΑΡΤΗΜΑ Α΄. ΑΞΙΟΛ�ΟΓΗΣΗ ΤΩΝ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜ�ΑΤΩΝ

1 1.5 2 2.5 3
3

4

5

6

7

8

Σχήµα Α΄.1: Η ευθεία αυτή δεν µπορεί να είναι η ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων
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Σχήµα Α΄.2: Η ευθεία αυτή δεν µπορεί να είναι η ευθεία των ελαχίστων τετραγώνων



Παράρτηµα Β΄

Γραφικές παραστάσεις

Μια εικόνα, χίλιες λέξεις

Αγνώστου

Β΄.1 Γιατί χρησιµοποιούµε γραφικές παραστάσεις

Οι γραφικές παραστάσεις είναι ένα χρήσιµο εργαλείο στη µελέτη και την ανά-

λυση ενός ϕαινοµένου. Μας επιτρέπουν µε µια σύντοµη µατιά να αποκτήσουµε

εποπτεία για το υπό εξέταση ϕαινόµενο. Μας επιτρέπουν να καταλάβουµε µε

µια µατιά αν το ϕαινόµενο που µελετούµε αυξάνεται ή µειώνεται, αν αυξάνεται

απότοµα ή οµαλά, πού εµφανίζει ελάχιστο και πού µέγιστο, πού µηδενίζεται,

αν ταλαντώνεται καθώς και τόσες άλλες χρήσιµες πληροφορίες. Σε µια γραφική

παράσταση µπορεί κανείς µε µια µατιά να δει όλα τα ποιοτικά χαρακτηριστικά

του υπό εξέταση ϕαινοµένου, ενώ παράλληλα µπορεί να καταλάβει και τι τιµές

περίπου παίρνει το µέγεθος που περιγράφει το ϕαινόµενο. Ο ϱόλος λοιπόν των

γραφικών παραστάσεων και η µεγάλη αξία που έχουν στην επιστήµη, είναι ότι

µας επιτρέπουν µε µια µατιά να καταλάβουµε πάρα πολλά πράγµατα για το

ϕαινόµενο που περιγράφουν.

Στον αντίποδα των γραφικών παραστάσεων ϐρίσκονται οι αριθµοί από τους

οποίους αυτές δηµιουργήθηκαν. ΄Οσο πιο πολλοί είναι αυτοί οι αριθµοί, τόσο

πιο δύσκολα µπορεί κανείς να τους χειριστεί για να ϐγάλει χρήσιµα συµπερά-

σµατα. ΄Οσο κι αν οι αριθµοί περιγράφουν µε ακριβή τρόπο ένα ϕαινόµενο,

δεν είναι ικανοί να συναγωνιστούν την εποπτεία επί του ϕαινοµένου, που προ-

σφέρει µια γραφική παράσταση. Αν πάλι µας ενδιαφέρει να ϐρούµε ποσοτικά

χαρακτηριστικά του ϕαινοµένου, αν µας ενδιαφέρει να ϐγάλουµε κάποια α-

ϱιθµητικά αποτελέσµατα, τότε οι ῾ἁριθµοί᾿᾿ είναι συνήθως προτιµότεροι από τις

γραφικές παραστάσεις. Σε κάθε περίπτωση όµως οι γραφικές παραστάσεις εί-

ναι αναντικατάστατες για γρήγορα και ασφαλή ποιοτικά συµπεράσµατα και η

χρησιµότητά τους αυτή τις καθιστά απολύτως απαραίτητες.

89
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Β΄.2 Κατασκευή γραφικών παραστάσεων

Σε µια γραφική παράσταση ϑέλουµε να έχουµε µια ξεκάθαρη και όσο το δυ-

νατό λεπτοµερέστερη εικόνα των δεδοµένων (x, y) που παρουσιάζονται σ΄ αυτή.

Κυρίως ϑα πρέπει να ξέρουµε τι ϑέλουµε να δείξουµε ώστε να ϕροντίσουµε

να το κάνουµε εµφανές. Με γνώµονα αυτές τις απαιτήσεις ϑα δώσουµε µε-

ϱικούς γενικούς κανόνες για την κατασκευή γραφικών παραστάσεων και ϑα

επισηµάνουµε ορισµένα λάθη που συνήθως γίνονται.

Περιοχή γραφικής παράστασης - Αρχή των αξόνων

Το πρώτο που πρέπει να κάνουµε, πριν προχωρήσουµε στην κατασκευή της

γραφικής παράστασης, είναι να δούµε την περιοχή µέσα στην οποία υπάρχουν

τα δεδοµένα που ϑέλουµε να παραστήσουµε. Υπάρχει η εσφαλµένη αντίληψη

ότι οι άξονες x και y πρέπει να ξεκινάνε από το 0, (δηλαδή το σηµείο τοµής των

αξόνων να είναι το σηµείο (0, 0)). Αυτό ϐεβαίως καµιά ϐάση δεν έχει. Πώς ϑα

γινόταν άλλωστε να παρασταθεί µια γραφική παράσταση που το x παίρνει και

ϑετικές και αρνητικές τιµές ; ΄Οχι λοιπόν µόνο δεν είναι απαραίτητο κάτι τέτοιο,

αλλά αντιθέτως υπάρχει το ενδεχόµενο να περιοριστεί η γραφική παράσταση σε

µια πολύ µικρή περιοχή του γραφήµατος, χωρίς έτσι να µπορούµε να δούµε

λεπτοµέρειες, αφήνοντας παράλληλα όλο τον σχεδόν το χώρο του γραφήµατος

κενό.

∆είτε για παράδειγµα τη γραφική παράσταση Β΄.1 της συνάρτησης f(x) =
9500 + sin(x)e−0.1(x−100), για x να παίρνει τιµές στο διάστηµα [100, 150].

Αντιθέτως αν η γραφική παράσταση κατασκευαστεί µέσα στην περιοχή ό-

που εµφανίζονται οι τιµές της, τότε πετυχαίνουµε να καλυφθεί όλος ο χώρος

µε αυτή και να δούµε πολλές περισσότερες λεπτοµέρειες. Στην περίπτωσή µας

η συνάρτηση, την οποία ϑέλουµε να παραστήσουµε γραφικά, παίρνει τιµές

στο διάστηµα [9499, 9501], ενώ η µεταβλητή της x παίρνει τιµές στο διάστηµα

[100, 150]. ∆είτε στην εικόνα Β΄.2 πόσο καλύτερα ϕαίνεται η γραφική παράστα-

ση της συνάρτησης µέσα σε αυτά τα όρια. Σ΄ αυτή την εικόνα η τοµή των αξόνων

δεν είναι το σηµείο (0, 0), αλλά το (100, 9499) και δε µας νοιάζει καθόλου που

συµβαίνει αυτό.

Επιλογή κλίµακας στους άξονες. Επιλογή αρχής και τέλους αξόνων.

Εφ΄ όσον η γραφική παράσταση γίνεται σε ηλεκτρονικό υπολογιστή, η επιλογή

της κλίµακας γίνεται ῾ἁυτόµατα᾿᾿ 1, εκτός κι αν εµείς του δώσουµε εντολές να

το κάνει διαφορετικά. Εφ΄ όσον όµως πρόκειται να την κατασκευάσουµε σε

µιλιµετρέ χαρτί, ϑα πρέπει πρωτίστως να ϐρούµε την κλίµακα µε την οποία

ϑα την κατασκευάσουµε. Με τον όρο κλίµακα εννοούµε την αναλογία µεταξύ

των γραµµών (χιλιοστών) που υπάρχουν στο µιλιµετρέ χαρτί και της µονάδας

1την επιλέγει ο υπολογιστής
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Σχήµα Β΄.1: Ξεκινώντας οι άξονες από το σηµείο (0, 0), η γραφική παράσταση περιο-

ϱίζεται στην πάνω δεξιά γωνία σα µια µικρή γραµµούλα, χωρίς να µας επιτρέπει να

δούµε την παραµικρή λεπτοµέρεια.
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Σχήµα Β΄.2: Η ίδια γραφική παράσταση µε αυτή της εικόνας Β΄.1. Οι λεπτοµέρειες

ϕαίνονται εδώ.

µέτρησης του µεγέθους που ϑέλουµε να παραστήσουµε. Το πρώτο που πρέπει

να κάνουµε είναι να ϐρούµε το εύρος των τιµών των x και y. Το εύρος αυτό

καθορίζεται από τη διαφορά της µέγιστης και της ελάχιστης τιµής, που παίρ-

νουν τα x και y. Φροντίζουµε στη συνέχεια το εύρος αυτό να το παραστήσουµε

µε ένα µήκος πάνω στο χαρτί, ώστε η αναλογία µήκους - εύρους να είναι µια
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απλή αναλογία και το εύρος των τιµών να χωράει στο χαρτί. Επίσης ϑα πρέπει

η αρχή και το τέλος του κάθε άξονα να επιλεχθεί έτσι ώστε να είναι της ίδιας

τάξης µεγέθους µε το εύρος των τιµών.

Ας δούµε ένα παράδειγµα. Αν η ελάχιστη τιµή που παίρνει το x είναι το

0.62752 και η µέγιστη το 0.83251, τότε το εύρος των τιµών είναι 0.83251 −
0.62752 = 0.20499. Στην περίπτωση αυτή ϑα µπορούσε η γραφική παράσταση

να αρχίζει από το 0.6 και να τελειώνει στο 0.9, ή ϑα µπορούσε να αρχίζει

από το 0.62 και να τελειώνει στο 0.84. Στην πρώτη επιλογή το εύρος τιµών

γίνεται 0.3 και στη δεύτερη 0.22. Στην πρώτη επιλογή ϑα ήταν ϐολική µια

κλίµακα, όπου το κάθε mm του χαρτιού ϑα αντιστοιχούσε σε 0.003 µονάδες,

ενώ στη δεύτερη ϑα ήταν ϐολική µια κλίµακα, όπου το κάθε mm του χαρτιού ϑα

αντιστοιχούσε σε 0.002 µονάδες. Στην πρώτη επιλογή το εύρος των 0.3 µονάδων

ϑα αντιστοιχούσε σε 10cm, ενώ στη δεύτερη επιλογή το εύρος των 0.22 µονάδων

ϑα αντιστοιχούσε σε 11cm. Ας σηµειωθεί ότι η επιλογή της κλίµακας, όπως και

η επιλογή της αρχής και του τέλους των αξόνων δεν είναι µοναδικά. Ο καθένας

µπορεί να κάνει τις δικές του επιλογές, αρκεί να ακολουθεί τους παραπάνω

απλούς κανόνες. Σίγουρα πάντως δε ϑα ήταν καθόλου ῾ὡραίο᾿᾿ η αρχή του

άξονα στο προηγούµενο παράδειγµα να ήταν το 0.62752, όπως επίσης δε ϑα

ήταν ῾ὡραίο᾿᾿ η αρχή του άξονα να ήταν το 0.62, αν η ελάχιστη τιµή που παίρνει

το x είναι το 0.62752 και η µέγιστη είναι το 17.125. Μια καλή επιλογή γι΄ αυτή

την περίπτωση ϑα ήταν η αρχή του άξονα να είναι το 0 και το τέλος το 20.

∆ιαστήµατα χωρισµού

Είναι ϐολικό ο άξονας να χωρίζεται σε ίσα διαστήµατα, στα άκρα των οποίων

ϑα αναφέρονται οι τιµές του άξονα σ΄ αυτά τα σηµεία. ΄Ετσι ϑα γίνεται εύκολη η

αναγνώριση των τιµών που έχουν τα σηµεία της γραφικής παράστασης, χωρίς

µεγάλη απόκλιση από την πραγµατική τους τιµή. Τα διαστήµατα αυτά δεν

πρέπει να είναι πάρα πολλά, γιατί τότε δε ϑα είναι εύκολο να τα διαχωρίσουµε

µεταξύ τους µε µια µατιά.

΄Ενα µεγάλο λάθος που κάνουν οι άπειροι ϕοιτητές, αντί αυτού του χω-

ϱισµού σε διαστήµατα, χαράζουν παράλληλες γραµµές στους άξονες από τα

αντίστοιχα σηµεία x και y των αξόνων και µάλιστα σηµειώνουν και πάνω στον

άξονα τα σηµεία x και y. Αυτό ϐεβαίως είναι ϐολικό για τους ίδιους στην τοπο-

ϑέτηση των σηµείων στο µιλιµετρέ χαρτί. Ωστόσο δηµιουργεί ένα ακαλαίσθητο

αποτέλεσµα µε ένα σωρό γραµµές, που αλλοιώνουν την εικόνα, το οποίο γίνε-

ται ῾῾καταστροφικό᾿᾿ όσο ο αριθµός των σηµείων αυξάνεται. Επιπλέον αυτές οι

γραµµές όπως και η σηµείωση πάνω στους άξονες των τιµών των x και y των

σηµείων, δεν έχουν να προσφέρουν καµία απολύτως πληροφορία σ΄ αυτόν που

ϑέλει να ῾῾διαβάσει᾿᾿ τη γραφική παράσταση. Είναι εποµένως καλό οι γραµµές

αυτές όπως επίσης και η σηµείωση των τιµών των x και y των σηµείων, να µην

εµφανίζονται στη γραφική παράσταση. ∆είτε για παράδειγµα πόσο ακαλαίσθη-

το και πόσο ῾῾χαοτικό᾿᾿ είναι το γράφηµα της εικόνας Β΄.3 και πόσο πιο ξεκάθαρο
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Σχήµα Β΄.3: Η χαοτική εικόνα των παράλληλων γραµµών και των τιµών των σηµείων
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Σχήµα Β΄.4: Η ίδια γραφική παράσταση µε την Β΄.3 χωρίς τις παράλληλες γραµµές

και τις τιµές των σηµείων
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είναι το ίδιο γράφηµα στην εικόνα Β΄.4.

Ενδείξεις αξόνων

Οι ενδείξεις των τιµών πάνω στους άξονες, ενδέχεται να έχουν πάρα πολύ µικρές

ή πάρα πολύ µεγάλες τιµές. Π.χ. 0.00000005 ή 50000000. Τέτοιες τιµές δεν

είναι ϐολικό να γράφονται ως ενδείξεις στους άξονες, γιατί καταλαµβάνουν όλο

το χώρο. Αντί αυτών εκείνο που µπορούµε να κάνουµε είναι να γράψουµε τη

δύναµη του 10 που ϑα ῾῾κόψει᾿᾿ τα µηδενικά, µαζί µε τη µονάδα µέτρησης στο

όνοµα του άξονα, ή να αλλάξουµε πρόθεµα στη µονάδα µέτρησης.

Αν π.χ. έχουµε να παραστήσουµε ένα µήκος 0.00000005m ϑα µπορούσαµε

να γράψουµε ως ένδειξη ῾῾50᾿᾿ και στον τίτλο του άξονα να γράψουµε ῾῾Μήκος

(nm)᾿᾿ ή να γράψουµε ως ένδειξη ῾῾5᾿᾿ και στον τίτλο του άξονα να γράψουµε

῾῾Μήκος (×10−8m)᾿᾿.

Η µορφή της γραφικής παράστασης

Από ένα πείραµα εκείνο το οποίο αντλούµε προκειµένου να κάνουµε µια γρα-

ϕική παράσταση είναι τα πειραµατικά σηµεία (xi, yi). ∆εδοµένου ότι τα σηµεία

αυτά δεν παριστάνουν τις ακριβείς τιµές, αλλά αυτές που µετρήθηκαν, ϑα υ-

πάρχουν κάποιες αποκλίσεις από την πραγµατική εικόνα της γραφικής τους

παράστασης. Περιµένουµε λοιπόν η γραφική τους παράσταση να µην προ-

έρχεται από την ένωση των σηµείων τους και κατά συνέπεια ϑα ήταν µάλλον

λάθος να ενώσουµε τα πειραµατικά σηµεία για να δείξουµε τη γραφική παρά-

σταση του µεγέθους που παριστάνεται στον άξονα y σε σχέση µε το µέγεθος

που παριστάνεται στον άξονα x. Το καλύτερο που µπορούµε να κάνουµε είναι

να παραστήσουµε σωστά τα πειραµατικά σηµεία και να ϐρούµε µια καµπύλη

που ϑα προσαρµόζεται στα πειραµατικά δεδοµένα και ϑα παριστάνει τη γρα-

ϕική παράσταση του µεγέθους y ως προς το µέγεθος x. Η προσαρµογή µιας

τέτοιας καµπύλης στα πειραµατικά σηµεία µπορεί να γίνει µε τη µέθοδο των

ελαχίστων τετραγώνων, που ήδη είδαµε.

Είναι επίσης καλό να εµφανίζονται στη γραφική παράσταση οι ϱάβδοι σφάλ-

µατος (error bar). Η ϱάβδος σφάλµατος δεν είναι τίποτα άλλο παρά η παρά-

σταση του σφάλµατος πάνω στα πειραµατικά σηµεία µε µια γραµµούλα. Η

γραµµούλα αυτή µπορεί να αναφέρεται στο σφάλµα δx ή στο σφάλµα δy και

είναι παράλληλη στον άξονα x ή y αντίστοιχα. ΄Εχει µήκος διπλάσιο από το

σφάλµα και το κέντρο της ϐρίσκεται πάνω στο σηµείο. Στο σχήµα Β΄.5 ϕαί-

νεται η γραφική παράσταση κάποιων πειραµατικών σηµείων µε τους ϱάβδους

σφάλµατος δy.

Πολλές γραφικές παραστάσεις σε ένα γράφηµα

Κανένας κανόνας δεν υπάρχει που να επιβάλει ότι σε µια γραφική παράσταση

πρέπει να υπάρχει ένα µόνο γράφηµα. Κάλλιστα µπορούµε να έχουµε περισ-
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Σχήµα Β΄.5: Οι ϱάβδοι σφάλµατος δy. Θα µπορούσαν να είχαν παρασταθεί και οι

αντίστοιχοι ϱάβδοι σφάλµατος δx

σότερες από µία γραφικές παραστάσεις στο ίδιο γράφηµα. Στην περίπτωση

αυτή ϑα πρέπει όµως να µπορούµε να τις διακρίνουµε µεταξύ τους και να

µπορούµε να καταλάβουµε ποιά αντιστοιχεί σε κάθε περίπτωση. Για το λόγο

αυτό είναι καλό να χρησιµοποιούµε διαφορετικά σύµβολα (κύκλους, τετρά-

γωνα, αστεράκια κ.τ.λ.) ή/και χρώµατα εφ΄ όσον πρόκειται για σηµεία, και

διαφορετικούς τύπους ευθειών (συµπαγείς, διακεκοµµένες, εστιγµένες κ.τ.λ.)

ή/και διαφορετικά χρώµατα, εφ όσον πρόκειται για συνεχείς γραµµές. ∆είτε

σαν παράδειγµα την εικόνα Β΄.6 η οποία παριστάνει τα πειραµατικά σηµεία α-

πό τέσσερα διαφορετικά πειράµατα στα οποία έχουµε µετρήσει τη ϑερµοκρασία

ενός υγρού ως συνάρτηση του χρόνου.

Θα µπορούσε ακόµα να παριστάνονται στο ίδιο γράφηµα γραφικές παρα-

στάσεις που δεν αντιστοιχούν στο ίδιο µέγεθος y. Θα µπορούσε δηλαδή να

παριστάνεται ένα µέγεθος y1 σα συνάρτηση του x και ένα άλλο µέγεθος y2 σα

συνάρτηση επίσης του x. Στην περίπτωση αυτή χρησιµοποιείται ως άξονας που

ϑα παραστήσει το µέγεθος y1 ο δεξιός άξονας του γραφήµατος, ενώ ο αριστερός

χρησιµοποιείται για να παραστήσει το µέγεθος y2. ∆είτε σαν παράδειγµα την

εικόνα Β΄.7, η οποία παριστάνει δύο γραφικές παραστάσεις από διαφορετικά

µεγέθη. Η µία παριστάνει τη ϑερµοκρασία ως συνάρτηση του χρόνου ενός κρύ-

ου σώµατος, η οποία αυξάνεται καθώς ένα σώµα πιο Ϲεστό έρχεται σε επαφή

µαζί του. Η άλλη παριστάνει την ενέργεια που µένει στο Ϲεστό σώµα σα συνάρ-

τηση του χρόνου, υπό την προϋπόθεση ότι ο ϱυθµός απώλειας της ϑερµότητας

είναι σταθερός.
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Σχήµα Β΄.7: Γραφικές παραστάσεις διαφορετικών µεγεθών στο ίδιο γράφηµα.



Παράρτηµα Γ΄

Παράγωγοι

Do not worry about your difficulties in Mathematics. I can assure

you that mine are still greater.

Albert Einstein (1879  1955)

Γ΄.1 Ορισµός

Παράγωγος f ′(x) µιας συνάρτησης f(x) είναι ο ϱυθµός µεταβολής της. ∆η-

λαδή είναι το πηλίκο της µεταβολής, που παθαίνει η συνάρτηση f(x) όταν η

µεταβλητή της µεταβάλλεται, προς τη µεταβολή της µεταβλητής x, στο όριο που

η µεταβολή του x τείνει στο µηδέν.

f ′(x) = lim
δx→0

f(x + δx) − f(x)

δx
. (Γ΄.1)

Την παραπάνω µαθηµατική έκφραση της παραγώγου µπορεί κανείς να τη συ-

ναντήσει και µε άλλες µορφές, όπως

f ′(x) = lim
δx→0

f(x + δx) − f(x − δx)

2δx
(Γ΄.2)

= lim
δx→0

f(x) − f(x − δx)

δx
(Γ΄.3)

= lim
x1→x2

f(x1) − f(x2)

x1 − x2

(Γ΄.4)

= lim
x1−x2→0

f(x1) − f(x2)

x1 − x2

. (Γ΄.5)

∆ιαφορικό df(x, dx) µιας συνάρτησης f(x) λέγεται η ποσότητα

df(x, dx) = f ′(x)dx, (Γ΄.6)

97
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όπου το dx εκφράζει µια πολύ µικρή µεταβολή της µεταβλητής x. Χρησιµο-

ποιώντας τον ορισµό του διαφορικού, η παράγωγος µπορεί να γραφεί µε τη

µορφή

f ′(x) =
df(x)

dx
. (Γ΄.7)

Αυτό ϕυσικά δεν είναι τίποτα άλλο από ένας διαφορετικός συµβολισµός για την

παράγωγο, ο οποίος καµιά ϕορά µπορεί να είναι πιο ϐολικός από το συµβολι-

σµό f ′(x). Ας σηµειωθεί ότι το διαφορικό της συνάρτησης f(x) = x είναι ίσο

µε dx.

Γ΄.2 Αριθµητικός υπολογισµός παραγώγου από τον

ορισµό

Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να ϐρούµε την παράγωγο µιας συνάρτησης f(x)
σε κάποιο συγκεκριµένο σηµείο του πεδίου ορισµού της. Ας υποθέσουµε ακό-

µα ότι δε γνωρίζουµε κανένα από τους κανόνες παραγώγισης, αλλά µόνο τον

ορισµό της παραγώγου, που δώσαµε παραπάνω. Θα πρέπει λοιπόν να ϐρούµε

την τιµή του πηλίκου της εξίσωσης ορισµού Γ΄.1, στο όριο που η µεταβολή δx
τείνει στο µηδέν. Για να το κάνουµε αυτό ϑα πρέπει να µειώνουµε συνεχώς την

τιµή της µεταβολής δx και να δούµε σε ποιο όριο τείνει το πηλίκο της εξίσωσης

ορισµού Γ΄.1.

Ας ϐρούµε λοιπόν µ΄ αυτό τον τρόπο την παράγωγο της συνάρτησης f(x) =
5x2 στο σηµείο x = 4

• Για δx = 0.1 έχουµε

f ′(x = 4) ≈ f(4 + 0.1) − f(4)

0.1
=

5 × 4.12 − 5 × 42

0.1

=
84.05 − 80

0.1
=

4.05

0.1
= 40.5

• Για δx = 0.01 έχουµε

f ′(x = 4) ≈ f(4 + 0.01) − f(4)

0.01
=

5 × 4.012 − 5 × 42

0.01

=
80.4005 − 80

0.01
=

0.4005

0.01
= 40.05
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• Για δx = 0.001 έχουµε

f ′(x = 4) ≈ f(4 + 0.001) − f(4)

0.001
=

5 × 4.0012 − 5 × 42

0.001

=
80.040005 − 80

0.001
=

0.040005

0.001
= 40.005

• Για δx = 0.0001 έχουµε

f ′(x = 4) ≈ f(4 + 0.0001) − f(4)

0.0001
=

5 × 4.00012 − 5 × 42

0.0001

=
80.00400005 − 80

0.0001
=

0.00400005

0.0001
= 40.0005

• Για δx = 0.00001 έχουµε

f ′(x = 4) ≈ f(4 + 0.00001) − f(4)

0.00001
=

5 × 4.000012 − 5 × 42

0.00001

=
80.0004000005 − 80

0.00001
=

0.0004000005

0.00001
= 40.00005

• Για δx = 0.000001 έχουµε

f ′(x = 4) ≈ f(4 + 0.000001) − f(4)

0.000001
=

5 × 4.0000012 − 5 × 42

0.000001

=
80.000040000005 − 80

0.000001
=

0.000040000005

0.000001
= 40.000005

Αντιλαµβάνεται λοιπόν κανείς ότι όσο το δx γίνεται µικρότερο τόσο η τιµή της

παραγώγου της συνάρτησης f(x) στο σηµείο x = 4 τείνει στην τιµή 40. Αυτό

εύκολα µπορούµε να το διαπιστώσουµε αν ανακαλέσουµε στη µνήµη µας ότι η

παράγωγος της συνάρτησης f(x) = ax2 είναι η f ′(x) = 2ax. Κατά συνέπεια η

παράγωγος της συνάρτησης f(x) = 5x2 είναι η f ′(x) = 10x, η οποία για x = 4
παίρνει την τιµή 40, όπως ακριβώς το ϐρήκαµε αριθµητικά.

Γ΄.3 Παραγωγίσεις ϐασικών συναρτήσεων

Φυσικά δεν είναι ϐολικό να χρησιµοποιήσουµε τον παραπάνω αριθµητικό τρό-

πο εύρεσης της παραγώγου, αν µπορούµε να έχουµε µια αναλυτική έκφραση
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γι΄ αυτή. Στην παράγραφο αυτή ϑα δούµε τις παραγώγους µερικών ϐασικών

συναρτήσεων.

f(x) = c f ′(x) = 0, (c ∈ R) (Γ΄.8)

f(x) = xn f ′(x) = nxn−1, (n 6= 0) (Γ΄.9)

f(x) = ex f ′(x) = ex (Γ΄.10)

f(x) = ax f ′(x) = ln(a)ax (Γ΄.11)

f(x) = ln x f ′(x) =
1

x
(Γ΄.12)

f(x) = loga x f ′(x) =
1

x ln a
(Γ΄.13)

f(x) = sin x f ′(x) = cos x (Γ΄.14)

f(x) = cos x f ′(x) = − sin x (Γ΄.15)

f(x) = tan x f ′(x) =
1

cos2 x
(Γ΄.16)

f(x) = cot x f ′(x) = − 1

sin2 x
(Γ΄.17)

f(x) = arcsin x f ′(x) =
1√

1 − x2
(Γ΄.18)

f(x) = arccos x f ′(x) =
−1√
1 − x2

(Γ΄.19)

f(x) = arctan x f ′(x) =
1

1 + x2
(Γ΄.20)

Γ΄.4 Κανόνες παραγώγισης

Οι συνήθεις συναρτήσεις είναι συνδυασµός των παραπάνω ϐασικών συναρτή-

σεων ή είναι σύνθετες συναρτήσεις, που προκύπτουν απ΄ αυτές, ή και τα δύο.

Προκειµένου λοιπόν να ϐρούµε τις παραγώγους των συναρτήσεων αυτών πρέπει

να γνωρίζουµε, πώς να αντιµετωπίζουµε την παραγώγιση των συνδυασµών αυ-

τών των ϐασικών συναρτήσεων, καθώς επίσης και των σύνθετων συναρτήσεων,

που προκύπτουν απ΄ αυτές. Η αντιµετώπιση τέτοιων περιπτώσεων γίνεται µέσω

των λεγόµενων κανόνων παραγώγισης, τους οποίους παραθέτουµε παρακάτω.

Αν f(x) και g(x) συναρτήσεις τότε

Παράγωγος αθροίσµατος

(f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x) (Γ΄.21)

π.χ. (x3 + x)′ = 3x2 + 1, όπου f(x) = x3 και g(x) = x.
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Παράγωγος γινοµένου συνάρτησης επί σταθερά

(cf(x))′ = cf ′(x) (Γ΄.22)

π.χ. (13.2x7)′ = 13.2 · 7x6 = 92.4x6, όπου c = 13.2 και f(x) = x7.

Με συνδυασµό των κανόνων παραγώγισης αθροίσµατος και γινοµένου παίρ-

νουµε (af(x) + bg(x))′ = af ′(x) + bg′(x), όπου a, b σταθερές

π.χ. (13.2x7 + 2x3 + x)′ = 13.2 · 7x6 + 2 · 3x2 + 1 = 92.4x6 + 6x2 + 1

Παράγωγος γινοµένου συναρτήσεων

(f(x) · g(x))′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x) (Γ΄.23)

π.χ. (x2ex)′ = (x2)′ex + x2(ex)′ = 2xex + +x2ex = ex(x2 + 2x)

Παράγωγος πηλίκου συνάρτησεων

(

f(x)

gx

)′
=

f ′(x) · g(x) − f(x) · g′(x)

g2(x)
(Γ΄.24)

π.χ. (tan x)′ = (
sin x

cos x
)′ =

(sin x)′ · cos x − sin x · (cos x)′

cos2 x

=
cos x · cos x − sin x · (− sin x)

cos2 x
=

cos2 x + sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x

Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης - Αλυσιδωτή παραγώγιση

(f(g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′(x) (Γ΄.25)

Με το συµβολισµό των διαφορικών ϑα γράφαµε

(f(g(x)))′ =
df(g(x))

dx
=

df(g)

dg
·

dg(x)

dx
(Γ΄.26)

π.χ. (ex2

)′ =
dex2

dx
=

dex2

dx2
·

dx2

dx
=

dey

dy
·

dx2

dx
= ey

· 2x = 2xex2

, όπου y = x2.
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Γ΄.5 Παράγωγοι υψηλότερης τάξης

Επειδή η παράγωγος f ′(x) είναι κι αυτή µια συνάρτηση, ϑα έχει κι αυτή µια

παράγωγο. Με αυτό τον τρόπο κατασκευάζονται οι λεγόµενες παράγωγοι υ-

ψηλότερης τάξης. Η παράγωγος της παραγώγου µιας συνάρτησης f(x) είναι

η δεύτερη παράγωγος της f(x) και συµβολίζεται f ′′(x) ή d2f
dx2 .

f ′′(x) =
d2f(x)

dx2
= lim

δx→0

f ′(x + δx) − f ′(x)

δx
. (Γ΄.27)

Η παράγωγος της δεύτερης παραγώγου, είναι η τρίτη παράγωγος και συµβολί-

Ϲεται f ′′′(x) ή d3f
dx3 . Γενικά η νιοστή παράγωγος της συνάρτησης f(x) συµβολίζε-

ται ως f (n)(x) ή dnf
dxn και εξ ορισµού είναι η παράγωγος της (n−1)−παραγώγου

της f(x).

Γ΄.6 Μερικές παράγωγοι

Μέχρι στιγµής είδαµε τις παραγώγου συναρτήσεων µιας µεταβλητής. Γενικά

όµως οι συναρτήσεις µπορούν να εξαρτώνται από περισσότερες από µια µετα-

ϐλητές. Σε συναρτήσεις πολλών µεταβλητών ορίζουµε τις λεγόµενες µερικές

παραγώγους ως προς µια µεταβλητή της συνάρτησης. Ο ορισµός της µερικής

παραγώγου µιας συνάρτησης πολλών µεταβλητών, ως προς µια µεταβλητή της,

είναι ακριβώς ο ίδιος µε τον ορισµό της παραγώγου µιας συνάρτησης µιας µετα-

ϐλητής, υπό την προϋπόθεση ότι έχουµε ϑεωρήσει ότι οι υπόλοιπες µεταβλητές

(πλην αυτής ως προς την οποία υπολογίζουµε τη µερική παράγωγο) είναι στα-

ϑερές. Αν δηλαδή έχουµε τη συνάρτηση f(x, y, z, . . .) της οποίας ϑέλουµε να

υπολογίσουµε τη µερική παράγωγο ως προς y, τότε εξ ορισµού,

∂f(x, y, z, . . .)

∂y
= lim

δy→0

f(x, y + δy, z, . . .) − f(x, y, z, . . .)

δy
. (Γ΄.28)

Π.χ. Οι µερικές παράγωγοι της f(x, y, z) = 3x2y + exz + z2 είναι οι

∂f(x, y, z)

∂x
= 3 · 2x2−1y + exz + 0 = 6xy + exz

∂f(x, y, z)

∂y
= 3x2

· 1 + 0 + 0 = 3x2

∂f(x, y, z)

∂z
= 0 + ex

· 1 + 2z2−1 = ex + 2z



Παράρτηµα ∆΄

Παραδείγµατα

∆΄.1 Μέτρηση του δείκτη µάζας σώµατος

Admitting Error clears the Score,

And proves you Wiser than before.

Arthur Guiterman (1871  1943)

Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να µετρήσουµε το δείκτη µάζας σώµατος BMI
ενός παιδιού. Εξ ορισµού ο δείκτης µάζας σώµατος δίνεται από τη σχέση

BMI =
m

h2
, (∆΄.1)

όπου m το ϐάρος του και h το ύψος του. Για να υπολογίσουµε λοιπόν το BMI,

χρειάζεται να µετρήσουµε το ϐάρος και το ύψος του παιδιού. Ας υποθέσουµε

ότι µετράµε το ύψος του παιδιού και το ϐρίσκουµε 1.23 ± 0.01m. Ας υποθέ-

σουµε ακόµα ότι µετράµε 10 ϕορές το ϐάρος του παιδιού µε µια Ϲυγαριά, η

οποία έχει σφάλµα δm = 1kgr και ότι οι µετρήσεις που ϐρήκαµε είναι αυτές

που παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα 1.

α/α

µέτρησης 1η 2η 3η 4η 5η 6η 7η 8η 9η 10η

µέτρηση (kgr) 27 19 18 17 21 20 20 26 19 21

Παρατηρούµε ότι όλες οι µετρήσεις µας έχουν ακρίβεια δύο σηµαντικών

ψηφίων. Στις πράξεις που ϑα κάνουµε στη συνέχεια ϑα προκύψουν περισσό-

τερα από δύο σηµαντικά ψηφία. Θα τα κρατήσουµε όλα αυτά τα ψηφία (κι

ας µην είναι σηµαντικά) και τη στρογγυλοποίηση, που ϑα µας δώσει το σωστό

1οι µετρήσεις δεν είναι και τόσο ϱεαλιστικές, αλλά ας τις δεχτούµε για τις ανάγκες του

παραδείγµατος
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αριθµό σηµαντικών ψηφίων (δηλ. 2), ϑα την κάνουµε στο τελικό αποτέλεσµα

που µας ενδιαφέρει (δηλ. στο δείκτη µάζας σώµατος).

Κατ΄ αρχήν ϑα ϐρούµε τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση αυτών των

µετρήσεων, µε σκοπό να ϐρούµε (εφαρµόζοντας το κριτήριο Chauvenet) αν

κάποια (ή κάποιες) τιµές απορρίπτονται ως ακραίες µετρήσεις, που έχουν µι-

κρή πιθανότητα εµφάνισης και κατά συνέπεια δε ϑα έπρεπε να κάνουν την

εµφάνισή τους, για το συγκεκριµένο αριθµό µετρήσεων (10) που κάναµε.

Η µέση τιµή αυτών των µετρήσεων για τη µάζα m είναι :

〈m〉 =
1

N

N
∑

i=1

mi

=
27 + 19 + 18 + 17 + 21 + 20 + 20 + 26 + 19 + 21

10
= 20.8kgr

Η τυπική απόκλιση σ δίνεται από τη σχέση σ =
√

〈m2〉 − 〈m〉2. Για τον υπο-

λογισµό της τυπικής απόκλισης ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε και τον

ορισµό της, σύµφωνα µε τον οποίο σ =
√

1
N

∑N
i=1(mi − 〈m〉)2. ΄Οµως ο υπο-

λογισµός αυτός είναι χρονοβόρος και κοπιαστικός γιατί απαιτεί περισσότερες

πράξεις από ότι να υπολογίσουµε το 〈m2〉 =
∑N

i=1 m2
i )/N . ΄Ετσι έχουµε

〈m2〉 =
1

N

N
∑

i=1

m2

=
272 + 192 + 182 + 172 + 212 + 202 + 202 + 262 + 192 + 212

10

=
729 + 361 + 324 + 289 + 441 + 400 + 676 + 361 + 441

10
= 442.2kgr2

Εποµένως

σ =
√

〈m2〉 − 〈m〉2 =
√

442.2 − 20.82

=
√

442.2 − 432.64 =
√

9.56 = 3.0919kgr

Αφού έχουµε ϐρει τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση ϑα εφαρµόσουµε το

κριτήριο Chauvenet για να δούµε αν απορρίπτεται κάποια τιµή. Κοιτάζοντας

τον πίνακα 1.1, ϐλέπουµε ότι το β που αντιστοιχεί σε 10 µετρήσεις είναι β =
1.960. Σύµφωνα µε το κριτήριο Chauvenet υπολογίζουµε το διάστηµα

[〈m〉 − βσ, 〈m〉 + βσ] = [20.8 − 1.960 × 3.0919, 20.8 + 1.960 × 3.0919]

= [14.740, 26.860].

Μετρήσεις που ϐρίσκονται έξω απ΄ αυτό το διάστηµα, απορρίπτονται. Μοναδική

µέτρηση που ϐρίσκεται έξω απ΄ αυτό το διάστηµα είναι η µέτρηση 28kgr και

εποµένως απορρίπτεται. Μετά την απόρριψη αυτής της µέτρησης, µένουν οι 9
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µετρήσεις, για τις οποίες πρέπει να ϐρούµε τη µέση τιµή τους και το τυπικό

σφάλµα. Η µέση τους τιµή, η οποία είναι και η πιθανότερη τιµή και αυτή ϑα

ϑεωρούµε ως µέτρηση που προέρχεται από τη στατιστική ανάλυση, που µόλις

κάναµε, ϑα έχει την τιµή

〈m〉 =
19 + 18 + 17 + 21 + 20 + 20 + +26 + 19 + 21

9
= 20.11111 . . . kgr

Με στρογγυλοποίηση σε 2 σηµαντικά ψηφία παίρνουµε m = 20kgr. Αυτή είναι

λοιπόν η πιθανότερη τιµή του ϐάρους του.

Για να ϐρούµε το τυπικό σφάλµα σS, χρειαζόµαστε την τυπική απόκλιση

σ, αφού σS =
√

N
N−1

σ, όπου τώρα N = 9. Με τον ίδιο τρόπο που ϐρήκαµε

την τυπική απόκλιση για τις 10 µετρήσεις νωρίτερα, ϑα ϐρούµε την τυπική

απόκλιση των εννέα µετρήσεων που απέµειναν, µετά την απόρριψη της µίας.

Θα ϐρούµε πρώτα το 〈m2〉.

〈m2〉 =
1

N

N
∑

i=1

m2
i =

192 + 182 + 172 + 212 + 202 + 202 + 262 + 192 + 212

9

=
361 + 324 + 289 + 441 + 400 + +676 + 361 + 441

9
= 410.333 . . . kgr2

Η τυπική απόκλιση σ ϑα είναι

σ =
√

〈m2〉 − 〈m〉2 =
√

410.333 . . . − 20.111 . . .2 =

=
√

410.333 . . . − 404.45679 =
√

5.876543 = 2.4241kgr

Κατά συνέπεια το τυπικό σφάλµα ϑα είναι

σE =

√

N

N − 1
σ =

√

9

9 − 1
× 2.4241 = 2.5711kgr

Με στρογγυλοποίηση σε ένα σηµαντικό ψηφίο, το τυπικό σφάλµα της µέσης

τιµής παίρνει την τιµή σE = 3kgr. Το σφάλµα εποµένως του ϐάρους είναι

το µέγιστο ανάµεσα στο τυπικό σφάλµα και στο σφάλµα του οργάνου (δηλ.

της Ϲυγαριάς). Το σφάλµα της Ϲυγαριάς είναι όπως είπαµε 1kgr, που είναι

µικρότερο από το σE = 3kgr. Εποµένως το σφάλµα που κάνουµε στη µέτρηση

του ϐάρους είναι δm = 3kgr.

Γνωρίζοντας ήδη την τιµή του ύψους και το σφάλµα µου και έχοντας ήδη

υπολογίσει την πιθανότερη τιµή του ϐάρους και το σφάλµα της µέτρησής του,

µπορούµε να µετρήσουµε (µε υπολογισµό, δηλ. ως έµµεση µέτρηση) την τιµή

του συντελεστή µάζας σώµατος BMI, από τη σχέση

BMI =
m

h2
± δ(BMI) όπου

δ(BMI)

BMI
=

√

√

√

√

(

δm

m

)2

+

(

2
δh

h

)2
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όπου το δ(BMI) είναι το σφάλµα 2 του BMI. ΄Ετσι ϐρίσκουµε

BMI =
m

h2
=

20.111

0.932
= 23.25,

που µε στρογγυλοποίηση σε δύο ψηφία δίνει BMI = 23.3

δ(BMI)

BMI
=

√

(

3

20

)2

+
(

2
0.01

0.93

)2

=
√

0.152 + 0.0215052

=
√

0.0225 + 0.00046248 =
√

0.022962 = 0.15153

Εποµένως δ(BMI) = 0.15153(BMI) = 0.15153× 23.25 = 3.52, που µε στρογ-

γυλοποίηση σε ένα ψηφίο δίνει δ(BMI) = 4.

Καταλήγουµε έτσι στη µέτρηση BMI = 23 ± 4.

∆΄.2 Προσαρµογή µε τη µέθοδο των ελαχίστων

τετραγώνων

Ας υποθέσουµε ότι σ΄ ένα πείραµα µετράµε τη ϑερµοκρασία, ως συνάρτηση του

χρόνου, ενός δοχείου µε νερό το οποίο είναι ϑερµικά µονωµένο και στο οποίο

δίνουµε ϑερµότητα µε ένα σταθερό ϱυθµό. Ας υποθέσουµε ακόµα ότι για κάθε

λεπτό που περνάει, µετράµε και καταγράφουµε τη ϑερµοκρασία του νερού, η

οποία ϕαίνεται στον παρακάτω πίνακα.

t(min) Θ(oC)
0 5.1

1 12.6

2 26.3

3 33.4

4 47.2

5 55.4

∆εδοµένων των συνθηκών του πειράµατος, περιµένουµε η ϑερµοκρασία του

νερού να αυξάνεται γραµµικά µε το χρόνο και εποµένως η γραφική παράσταση

της ϑερµοκρασίας σα συνάρτηση του χρόνου ϑέρµανσης, να είναι ευθεία.

Θ(t) = Θ0 + ct,

όπου το c είναι µια σταθερά, που παριστάνει την κλίση της ευθείας αυτής και

Θ0 µια άλλη σταθερά, που παριστάνει τη τετµηµένη της ευθείας στον άξονα-y.

2ϐλέπε τη σχέση 1.38
3εδώ δεν αναφέρουµε τις µονάδες, γιατί έχουµε ϑεωρήσει ότι το ϐάρος εκφράζεται σε kgr

και το ύψος σε m
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΄Οπως εύκολα µπορούµε να δούµε τοποθετώντας τα πειραµατικά σηµεία του

πίνακα στο επίπεδο xy,(ϐλέπε εικόνα ∆΄.1), η γραφική τους παράσταση µοιάζει

µε ευθεία. Ωστόσο αν ενώσουµε τα σηµεία αυτά δε ϑα πάρουµε ευθεία. Αυτό

οφείλεται στα σφάλµατα των µετρήσεων. Για να ϐρούµε τη ϐέλτιστη ευθεία,

που προσαρµόζεται µε τον καλύτερο τρόπο στα πειραµατικά σηµεία, πρέπει να

χρησιµοποιήσουµε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων.

Για να ϐρούµε την ευθεία αυτή, αρκεί να γνωρίζουµε την κλίση της c και

την τετµηµένη Θ0.

Γνωρίζουµε ότι η κλίση της ευθείας δίνεται από τη σχέση

c =
σΘt

σ2
t

=
〈Θt〉 − 〈Θ〉〈t〉
〈t2〉 − 〈t〉2

και η τετµηµένη από τη σχέση

Θ0 = 〈Θ〉 − c〈t〉

Θα πρέπει λοιπόν να ϐρούµε τις ποσότητες 〈t〉, 〈Θ〉, 〈t2〉 και 〈Θt〉.

〈t〉 =
1

N

N
∑

i=1

ti =
0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5

6
= 2.5min

〈Θ〉 =
1

N

N
∑

i=1

Θi =
5.1 + 12.6 + 26.3 + 33.4 + 47.2 + 55.4

6
= 30oC

〈t2〉 =
1

N

N
∑

i=1

t2i =
02 + 12 + 22 + 32 + 42 + 52

6

=
0 + 1 + 4 + 9 + 16 + 25

6
= 9.1666666min2

〈Θt〉 =
1

N

N
∑

i=1

Θiti

=
5.1 × 0 + 12.6 × 1 + 26.3 × 2 + 33.4 × 3 + 47.2 × 4 + 55.4 × 5

6

=
0 + 12.6 + 52.6 + 100.2 + 188.8 + 277

6
= 105.2oC · min

Από τις ποσότητες αυτές ϐρίσκουµε:

σΘt = 〈Θt〉 − 〈Θ〉〈t〉 = 105.2oC · min − 30oC/min × 2.5min = 30.2oC · min

και

σ2
t = 〈t2〉 − 〈t〉2 = 9.1666666min2 − (2.5min)2 = 2.916666666min2
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Σχήµα ∆΄.1: Προσαρµογή ευθείας σε πειραµατικά σηµεία µε τη µέθοδο των ελαχίστων

τετραγώνων

Εποµένως

c =
σΘt

σ2
t

=
30.2oC · min

2.916666666min2
= 10.354286oC/min

και

Θ0 = 〈Θ〉 − c〈t〉 = 30oC − 10.354286oC/min × 2.5min = 4.114285oC

Η ευθεία που προσαρµόζεται καλύτερα στα πειραµατικά µας δεδοµένα είναι

η

Θ(t) = 4.114285 + 10.354286t (∆΄.2)

όπου ο χρόνος t µετριέται σε min και η ϑερµοκρασία Θ σε oC. Για να χαράξου-

µε αυτή την ευθεία χρειάζεται να ϐρούµε δυο σηµεία της και να τα ενώσουµε.

Αν πάρουµε τα πιο αποµακρυσµένα σηµεία της για τα οποία έχουµε µετρήσεις

ϐρίσκουµε για t = 0 Θ = 4.114285oC και για t = 5min Θ = 55.885715oC
Βρήκαµε έτσι την κλίση c της ευθείας (που εκφράζει το ϱυθµό µε τον ο-

ποίο αυξάνεται η ϑερµοκρασία) και την αρχική ϑερµοκρασία Θ0 και το µόνο

που µένει να προσέξουµε είναι τα σηµαντικά ψηφία µε τα οποία πρέπει να

εκφράσουµε αυτές τις ποσότητες.

Στη γραφική παράσταση ∆΄.1 ϕαίνονται τα πειραµατικά σηµεία και η ευθεία

που προσαρµόσαµε σ΄ αυτά, µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων.

Μας µένει ακόµα να υπολογίσουµε το συντελεστή συσχέτισης r και το τυ-

πικό σφάλµα εκτίµησης SEE. Για τον υπολογισµό αυτό χρειαζόµαστε ακόµα
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τη µέση τιµή Θ2. Θα είναι

〈Θ2〉 =
1

N

N
∑

i=1

Θ2
i =

5.12 + 12.62 + 26.32 + 33.42 + 47.22 + 55.42

6

=
26.01 + 158.76 + 691.69 + 1115.56 + 2227.84 + 3069.16

6
= 1214.836666oC2

Ο συντελεστής συσχέτισης ϐρίσκεται από τη σχέση

r =
σΘt

σΘσt

.

΄Εχουµε ήδη ϐρεί τα σΘt = 30.2oC · min και

σ2
t = 2.916666666min2 =⇒ σt = 1.707825min.

Μένει να ϐρούµε και το σΘ.

σΘ =
√

〈Θ2〉 − 〈Θ〉2 =
√

1214.836666 − 302
o
C = 17.743637oC.

Εποµένως

r =
σΘt

σΘσt

=
30.2oC · min

1.707825min × 17.743637oC
= 0.9966.

Για το τυπικό σφάλµα εκτίµησης ϑα έχουµε

SEE = σΘ

√
1 − r2 = 17.743637oC

√
1 − 0.99662 = 17.743637oC

√
0.00678821

= 17.743637 × 0.0823906oC = 1.46oC,

το οποίο µε στρογγυλοποίηση δίνει SEE = 1.5oC.
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