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Πρόλογος

Το ϐιβλίο αυτό αποτελεί την πρώτη έκδοση, υπό µορφή ϐιβλίου, των εργαστηριακών
ασκήσεων που πραγµατοποιούνται στο εργαστήριο ϕυσικής του Τµήµατος ∆ιατροφής
και ∆ιαιτολογίας του Τ.Ε.Ι. Κρήτης. Ως πρώτη έκδοση και υπό την πίεση χρόνου την
οποία γράφηκε, υπάρχει µεγάλη πιθανότητα να έχει διάφορα σφάλµατα για τα οποία
οι ϕοιτητές ενθαρρύνονται να τα ϐρουν και να τα αναφέρουν. Σίγουρα επιδέχεται
ϐελτιώσεων και οι συγγραφείς είναι ανοικτοί σε προτάσεις για τη ϐελτίωσή του. Επίσης
το ϐιβλίο αυτό δεν είναι ακόµα πλήρες, µε την έννοια ότι δεν περιέχει το σύνολο των
εργαστηριακών ασκήσεων.

Αποτελείται από δύο µέρη. Το πρώτο µέρος αποτελεί µια εισαγωγή στη ϑεωρία
σφαλµάτων, τη ϑεωρία δηλαδή που µας δίνει τη δυνατότητα να επεξεργαστούµε και να
αξιολογήσουµε τις µετρήσεις που γίνονται σε ένα επιστηµονικό εργαστήριο. Η κατα-
νόηση τόσο της ϕιλοσοφίας όσο και της πρακτικής που απορρέει απ΄ αυτή τη ϑεωρία,
είναι ουσιαστική για την πειραµατική µελέτη µετρήσιµων µεγεθών, σε όλους τους κλά-
δους των πειραµατικών επιστηµών (ϕυσικής, χηµείας, ϐιολογίας κτλ). Η γνώση των
ϐασικών αρχών της ϑεωρίας σφαλµάτων, αποτελεί το ϑεµέλιο για µια αποδοτική πορεία
των ϕοιτητών σε όλα τα εργαστηριακά µαθήµατα και προφανώς και στο µάθηµα του
Εργαστηρίου Φυσικής. Για το λόγο αυτό συνίσταται ισχυρά η µελέτη της.

Στο δεύτερο µέρος αυτού του ϐιβλίου παρουσιάζονται οι εργαστηριακές ασκήσεις
που πραγµατοποιούνται στο µάθηµα του Εργαστηρίου Φυσικής. Κάθε εργαστηριακή
άσκηση περιέχει : (α)το ϑεωρητικό που υπόβαθρο που χρειάζεται οι ϕοιτητές να έχουν
προκειµένου να πραγµατοποιήσουν την άσκηση, (ϐ) οδηγίες για το πείραµα που πρό-
κειται να πραγµατοποιήσουν, (γ) οδηγίες για την επεξεργασία των µετρήσεων που ϑα
πάρουν από τα πειράµατα, (δ) ερωτήσεις ή ασκήσεις τις οποίες καλούνται να απαντή-
σουν, µέσα στα πλαίσια της εργαστηριακής αναφοράς που ϑα κάνουν, (ε) ϐιβλιογραφία
στην οποία ενθαρρύνονται να καταφύγουν για πληρέστερη κατανόηση της ϑεωρίας που
υπάρχει πίσω απ΄ το πείραµα.

Για κάθε εργαστηριακή άσκηση που πρόκειται να πραγµατοποιηθεί οι ϕοιτητές
οφείλουν να έχουν εκ των προτέρων προετοιµαστεί, έχοντας µελετήσει την αντίστοιχη
ϑεωρία και την πειραµατική µέθοδο που περιγράφεται σ΄ αυτό το ϐιβλίο. Χωρίς αυτή
την προετοιµασία δε ϑα µπορούν να πραγµατοποιήσουν το πείραµα. Αν κατά την
προετοιµασία αυτή προκύψουν κάποιες απορίες, οι διδάσκοντες είναι στη διάθεση των
ϕοιτητών για την επίλυσή τους.

Το πρώτο µέρος που αναφέρεται στη ϑεωρία σφαλµάτων και οι εργαστηριακές
ασκήσεις : Μελέτη της τριβής, Μελέτη της ελεύθερης πτώσης, Μετατροπή της ηλιακής
ενέργειας σε ηλεκτρική και Ηλεκτρόλυση του νερού επιµελήθηκαν από τον κ. Ζα-
χαρία Φθενάκη. Οι εργαστηριακές ασκήσεις : Μέτρηση ειδικής ϑερµότητας υλικών,
Παρατήρηση και καταγραφή ϕασµάτων και Μπαταρία Υδρογόνου επιµελήθηκαν από
τον κ. Γιάννη Μπουρµπάκη.

Την εποπτεία της συγγραφής αυτού του ϐιβλίου την είχε ο καθηγητής κ. Βασίλης
Ζαφειρόπουλος.

Το κείµενο γράφηκε µε το LaTEX2ε.

Φεβρουάριος 2004
Ζαχαρίας Φθενάκης
Γιάννης Μπουρµπάκης
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Πρόλογος δεύτερης έκδοσης

Η δεύτερη έκδοση του παρόντος, αποτελεί ϐελτίωση της πρώτης. Προστέθηκαν δυο
ακόµα πειράµατα, το πείραµα της µέτρησης της ϱαδιενέργειας και το πείραµα της
µέτρησης του δείκτη διάθλασης ενός πρίσµατος µε γωνιόµετρο, που εντάχθηκε στο
πείραµα της ϕασµατοσκοπίας. Προστέθηκαν ακόµα µερικοί χρήσιµοι πίνακες ως
παράρτηµα στο τέλος του ϐιβλίου, καθώς επίσης και δυο παραδείγµατα, ένα για τη
στατιστική ανάλυση µιας σειράς µετρήσεων και ένα για την κατασκευή της ϐέλτιστης
ευθείας που προσαρµόζεται στα πειραµατικά σηµεία µιας γραφικής παράστασης, µε
τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων.

Πιστεύουµε τα δυο παραδείγµατα αυτά να ϐοηθήσουν τους ϕοιτητές στην καλύτε-
ϱη κατανόηση αυτών των µεθόδων, οι οποίες είναι απολύτως απαραίτητες για το εργα-
στηριακό µάθηµα της ϕυσικής, αλλά και για οποιαδήποτε ανάλυση και επεξεργασία
µετρήσεων σε όλους τους επιστηµονικούς κλάδους.

Το παρόν σύγγραµµα συνεχίζει να επιδέχεται ϐελτιώσεων και οι αναγνώστες του
(ιδιαίτερα οι ϕοιτητές) ενθαρύνονται να τις επισηµάνουν στους διδάσκοντες.

Ιούνιος 2004
Ζαχαρίας Φθενάκης
Γιάννης Μπουρµπάκης
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Μέρος I

Θεωρία Σφαλµάτων

1





Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή στη ϑεωρία σφαλµάτων

1.1 Εισαγωγή

1.1.1 Πόσο ακριβείς είναι οι µετρήσεις

Αν αναζητήσουµε την απόσταση Σητείας - Αγ. Νικολάου σε κάποιο τουριστικό οδηγό
ή χάρτη ϑα δούµε ότι είναι 69km. Θα περιµέναµε γενικά, µια απόσταση που δεν
την έχουµε κατασκευάσει εµείς να είναι ακριβώς 69km, να διαφέρει από ένα ακέραιο
αριθµό χιλιοµέτρων. Πώς είναι δυνατό µια τυχαία απόσταση να είναι ακριβώς 69km ;
∆ε διαφέρει ούτε δέκα µέτρα πάνω ή κάτω ; Ποια τροµερή νοµοτέλεια κάνει µια τυχαία
απόσταση, που κάλλιστα ϑα µπορούσε να ήταν διαφορετική (π. χ. αν τα κέντρα των
δύο πόλεων δεν ήταν εκεί που είναι, αλλά λίγα µέτρα πιο µακρυά από τη σηµερινή
τους ϑέση), να µετριέται ακριβώς µε ένα ακέραιο αριθµό χιλιοµέτρων ;

Θα µου πείτε ϐέβαια ότι το νούµερο αυτό είναι µια προσεγγιστική τιµή της εν λόγω
απόστασης και ότι δε µας ενδιαφέρει τόσο πολύ η ακριβής τιµή της, αλλά µια εικόνα
του πόσο µακρυά ϐρίσκεται ο ΄Αγ. Νικόλαος από τη Σητεία. Αν επρόκειτο να διανύ-
σουµε 69 χιλιόµετρα για να ϕτάσουµε µέχρι εκεί, τι ϑα µας πείραζε να διανύσουµε
ακόµα 300 µέτρα ή και ένα χιλιόµετρο, αν η απόσταση δεν ήταν 69km αλλά 69.3km
ή 70km αντίστοιχα.

∆εν έχω παρά να συµφωνήσω σ΄ αυτή τη λογική. Θα συµφωνήσετε όµως κι εσείς
µαζί µου ότι η απόσταση ανάµεσα στη Σητεία και τον Αγ. Νικόλαο ∆ΕΝ είναι 69 χιλιό-
µετρα όπως λένε οι χάρτες. Μπορεί να είναι 69.3456729078 χιλιόµετρα, µπορεί να
είναι 69,7780987976 χιλιόµετρα, µπορεί να είναι 69,575435435 χιλιόµετρα, µπορεί
να είναι οτιδήποτε άλλο, αλλά σίγουρα δεν είναι 69 χιλιόµετρα ακριβώς.

Ας δούµε ένα άλλο παράδειγµα. Ας υποθέσουµε ότι µας ενδιαφέρει να γνωρίζουµε
πόση είναι η απόσταση Γης - ΄Ηλιου. Αν ανοίξουµε ένα ϐιβλίο ϕυσικής και ψάξουµε
στους σχετικούς πίνακες, ϑα δούµε ότι η απόσταση Γης - ΄Ηλιου είναι 149 × 106km
δηλαδή εκατό σαράντα εννέα εκατοµµύρια χιλιόµετρα. Ακολουθώντας τον ίδιο συλ-
λογισµό µε τον παραπάνω, δεν ϑα µπορούσαµε να πιστέψουµε ότι η απόσταση Γης
- ΄Ηλιου είναι ακριβώς τόση. Μπορεί να είναι λίγο παραπάνω ή λίγο παρακάτω απ΄
αυτή την τιµή, αλλά είναι απίθανο να είναι ακριβώς 149×106km. ΄Οµως, όπως είπαµε
και στο προηγούµενο παράδειγµα, και ένα χιλιόµετρο να διαφέρει πάνω ή κάτω, δε
χάθηκε κι ο κόσµος.

΄Οµως µισό λεπτό ...
Είπαµε προηγουµένως ότι αν το 69 γίνει 70 (δηλαδή 1km διαφορά) δε χάθηκε ο

3
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κόσµος, σε ότι αφορά τη χιλιοµετρική απόσταση Σητείας - Αγ. Νικολάου. Αν το 149
γίνει π.χ. 150 η διαφορά δε ϑα είναι µόνο ένα χιλιόµετρο. Θα είναι 106km (δηλαδή
ένα εκατοµµύριο χιλιόµετρα). ΄Αλλο µια διαφορά ενός χιλιοµέτρου κι άλλο το ένα
εκατοµµύριο χιλιόµετρα. Αντιλαµβάνεστε ότι η απόσταση αυτή είναι δεκάδες χιλιάδες
ϕορές πολλαπλάσια της απόστασης Αγ. Νικολάου - Σητείας. Είναι ακόµα µεγαλύτερη
και από την περίµετρο της Γης που είναι περίπου 8 × 104km (δηλαδή µόλις ογδόντα
χιλιάδες χιλιόµετρα). Μπορεί µια τόσο µεγάλη απόσταση να ϑεωρηθεί ασήµαντη και
να λέµε ‘τι 149;, τι 150;’; Αν είναι ασήµαντη µια τέτοια απόσταση τότε πώς είναι δυνατό
να ϑεωρούµε σηµαντικά τα χιλιοστά του µέτρου ; Και τελικά πότε είναι µια απόσταση
σηµαντική και πότε ασήµαντη ;

Μια πολύ απλή, σύντοµη και περιεκτική απάντηση ϑα µπορούσατε να δώσετε
και µόνοι σας στον εαυτό σας, αν σκεφτόσαστε ότι µια ϐίδα που κατασκευάζεται ένα
χιλιοστό µεγαλύτερη από µια άλλη ϐίδα, δε χωράει να ϐιδώσει στο ίδιο παξιµάδι µε
τη δεύτερη ϐίδα. Εποµένως το ένα χιλιοστό Σ΄ ΑΥΤΗ ΤΗΝ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ είναι πολύ
σηµαντικό. ΄Οµως αν δυο ϐίδες διαφέρουν µόνο κατά ένα εκατοστό του χιλιοστού µε
ϐεβαιότητα ϐιδώνουν στο ίδιο παξιµάδι και εποµένως Σ΄ ΑΥΤΗ ΤΗΝ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ η
διαφορά ενός εκατοστού του χιλιοστού είναι ασήµαντη.

Κατά παρόµοιο τρόπο στη χιλιοµετρική απόσταση µεταξύ Σητείας - Αγ. Νικολάου
η διαφορά µερικών εκατοντάδων µέτρων δεν είναι και τόσο σηµαντική ΓΙ΄ ΑΥΤΗ ΤΗΝ
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ. ΄Οµως αν ένας χάρτης έλεγε ότι η απόσταση είναι 80km κι ένας άλλος
έλεγε ότι είναι 69km ϑα µου λέγατε ότι ένας από τους δύο έχει λάθος. Αλλά και ΣΤΗΝ
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ της απόστασης Γης - ΄Ηλιου µερικές εκατοντάδες χιλιάδες χιλιόµετρα δε
ϑα ήταν ιδιαίτερα σηµαντικά. ΄Αλλο όµως να λέµε ότι η απόσταση Γης - ΄Ηλιου είναι
149× 106km κι άλλο να λέµε ότι είναι π.χ. 180× 106km.

΄Οπως ϐλέπουµε, µια απόσταση µπορεί να είναι σηµαντική ή ασήµαντη, ανάλογα
µε την περίπτωση. Πώς όµως µπορούµε να το ποσοτικοποιήσουµε αυτό και να κατα-
σκευάσουµε ένα κανόνα µε τον οποίο να µπορούµε αµέσως να ξεχωρίσουµε πότε µια
ποσότητα είναι σηµαντική και πότε όχι για κάθε περίπτωση χωρίς να σκεφτόµαστε τι
πρέπει να κάνουµε σε κάθε διαφορετική περίπτωση ;

1.1.2 Πότε τα ψηφία ενός αριθµού που παριστάνει µια µέτρηση είναι
σηµαντικά

Ας ξεκινήσουµε µε µια διαπίστωση. ΄Ολες οι αποστάσεις για τις οποίες µιλήσαµε, τις
εκφράζαµε µε δύο ή τρία ψηφία. (π.χ. απόσταση Αγ. Νικολάου - Σητείας, µε δύο
ψηφία, απόσταση Γης - ΄Ηλιου µε τρία ψηφία, διατοµή µιας ϐίδας µε ένα ή δύο ψηφία).
Αυτό δεν είναι τυχαίο και ϑα το καταλάβετε στη συνέχεια.

Αν σας Ϲητούσαν να σχεδιάσετε υπό κλίµακα 1/100000000000 = 1/1011 την από-
σταση Γης - ΄Ηλιου (δηλαδή κάθε µέτρο που ϑα σχεδιάζατε, ϑα αντιστοιχούσε σε 1011

πραγµατικά µέτρα), ϑα έπρεπε πάνω στο χαρτί να τοποθετήσετε τη Γη σε απόσταση
149cm µακρυά από τον ΄Ηλιο. Επειδή ο χάρακας ενός σχεδιαστηρίου σας παρέχει τη
δυνατότητα να σχεδιάσετε την απόσταση αυτή µε ακρίβεια χιλιοστού, (δηλαδή µπο-
ϱείτε να ξεχωρίσετε δυο αποστάσεις που διαφέρουν ένα χιλιοστό), τα 149cm που ϑα
σχεδιάζατε, ϑα µπορούσατε σαφώς να τα ξεχωρίσετε από τα 150cm (που ϑα συµβόλιζαν
τα 150× 106km). Σε µια τέτοια αναπαράσταση λοιπόν, άλλο ϑα ήταν τα 149 και άλλο
τα 150 × 106km που ϑα αναπαριστούσατε στο χαρτί. Σ΄ αυτή την περίπτωση µάλιστα
ϑα µπορούσατε σαφώς να ξεχωρίσετε και τα 149.1 × 106km (που ϑα αντιστοιχούσαν
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στα 149.1cm), και τα 149.2 × 106km (που ϑα αντιστοιχούσαν στα 149.2cm), και τα
149.7 × 106km (που ϑα αντιστοιχούσαν στα 149.7cm). ∆ε ϑα µπορούσατε όµως να
ξεχωρίσετε π.χ. τα 149.225×106km, που ϑα αντιστοιχούσαν πάνω στο χαρτί στην από-
σταση 149.225cm. Αν υποθέσουµε λοιπόν ότι η αληθινή απόσταση Γης - ΄Ηλιου ήταν
149.225 × 106km και σεις ϑέλατε να την παραστήσετε στο χαρτί, µε την κλίµακα που
χρησιµοποιήσαµε αρχικά (δηλ. 1/1011), δε ϑα µπορούσατε να το κάνετε. Αν παρ΄ όλα
αυτά το κάνατε µε κάποιο τρόπο και στη συνέχεια Ϲητούσατε από κάποιο να µετρήσει
µε το χάρακα την απόσταση πάνω στο χαρτί, που ϑα αντιστοιχούσε σ΄ αυτή την πραγ-
µατική απόσταση, µάλλον ϑα έβρισκε κάτι µεταξύ 149.2 × 106km µε 149.3 × 106km,
αφού µε το µάτι είναι αδύνατο να ξεχωρίσουµε µια απόσταση που είναι µικρότερη
απο 1 (ή 0.5mm), χρησιµοποιώντας το χάρακα. ΄Ετσι δε ϑα έβρισκε την απόσταση
149.225 × 106km που εσείς σχεδιάσετε. Κατά συνέπεια ϑα ήταν αδύνατο να µετρήσει
κανείς αυτή την απόσταση µε το χάρακα.

΄Οπως ϐλέπετε η δυσκολία προκύπτει όταν προσπαθήσατε να µετρήσετε κάτι µε
περισσότερα ψηφία απ΄ όσα σας επιτρέπει το όργανο µέτρησής σας. Στην προκειµένη
περίπτωση εσείς µπορείτε να µετρήσετε, πάνω στο χαρτί, αποστάσεις από δύο µέτρα
(τόσο ϑα µπορούσε να ήταν το µήκος ενός µετρητικού χάρακα (µέτρου) σε ένα σχεδια-
στήριο), µέχρι ένα χιλιοστό (τόσο είναι το ελάχιστο µήκος που µπορείτε να µετρήσετε µε
το χάρακα). ∆ηλαδή την κάθε µέτρηση µπορείτε να την παραστήσετε µε το πολύ τέσσε-
ϱα ψηφία. ΄Οσο µικρή ή µεγάλη και αν κάνατε λοιπόν την κλίµακα δεν ϑα µπορούσατε
να µετρήσετε µια απόσταση που να χρειάζεται περισσότερα από τέσσερα ψηφία. Το
ίδιο ϑα συνέβαινε αν προσπαθούσατε να παραστήσετε στο χαρτί ένα οποιοδήποτε άλλο
µήκος υπό µια διαφορετική κλίµακα. Εποµένως ακόµα και αν η πραγµατική τιµή
του µήκους, που εσείς ϑα προσπαθήσετε να µετρήσετε, είναι 149.225cm εσείς δεν ϑα
µπορείτε να δείτε µε το χάρακα του σχεδιαστηρίου οποιαδήποτε απόσταση µικρότερη
από 1mm. ΄Αρα αυτή την απόσταση ϑα τη δείτε σαν 149.2cm ή 149.3cm.

Κατά παρόµοιο τρόπο, όλα τα όργανα µέτρησης έχουν ένα εύρος µέσα στο οποίο
µπορούν να µετρήσουν (δηλαδή µια µέγιστη και µια ελάχιστη τιµή). Μέσα σ΄ αυτό
το εύρος τιµών, κάθε µέτρηση µπορεί να παρασταθεί µε ένα µικρό και συγκεκριµένο
πλήθος ψηφίων. ΄Ετσι µε ένα χάρακα σχεδιαστηρίου µπορούµε να µετρήσουµε απο-
στάσεις από δύο µέτρα µέχρι ένα χιλιοστό και εποµένως να αποδώσουµε τη µέτρηση µε
τέσσερα το πολύ ψηφία. Με ένα παχύµετρο µπορούµε να µετρήσουµε πάχη από 20cm
µέχρι 0.1mm και εποµένως να αποδώσουµε µια µέτρηση πάλι µε τέσσερα το πολύ ψη-
ϕία. Με ένα µικρόµετρο µπορούµε να µετρήσουµε διατοµές από 2.5cm µέχρι 0.01mm
και εποµένως πάλι µε τέσσερα το πολύ ψηφία µπορεί να αποδοθεί αυτή η µέτρηση.
Μια µετροταινία που χρησιµοποιούν οι πολιτικοί µηχανικοί µπορεί να µετρήσει απο-
στάσεις από 20m µέχρι 1cm (και πάλι µέχρι τέσσερα ψηφία). Ο χιλιοµετρητής που
έχουν τα αυτοκίνητα στο καντράν µπορεί να µετρήσει συνήθως από 999.9km µέχρι
0.1km = 100m, δηλαδή και πάλι µέχρι τέσσερα ψηφία.

΄Οπως ϐλέπετε, σε όλες τις κλίµακες, πάντα ένας περιορισµένος αριθµός ψηφίων
µπορεί να µετρηθεί. Στα προηγούµενα παραδείγµατα έτυχε να είναι τέσσερα τα ψηφία
αυτά για όλα τα όργανα µέτρησης των παραδειγµάτων. Γενικά όµως µπορεί να είναι
άλλοτε περισσότερα, άλλοτε λιγότερα.

Θα µπορούσε ϐεβαίως κανείς να ϱωτήσει τι γίνεται αν αθροίσουµε τις µετρήσεις δια-
δοχικών µηκών προκειµένου να µετρήσουµε µια απόσταση που ϑα είναι πολλαπλάσια
της µέγιστης µέτρησης που µπορεί να κάνει ο χάρακάς µας. ∆εν αυξάνουµε έτσι το
πλήθος των ψηφίων µε τα οποία µπορούµε να αποδώσουµε αυτή τη µέτρηση ; ΄Οπως
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ϑα δείτε παρακάτω, αυτό είναι άσκοπος κόπος γιατί στην κάθε µέτρηση υπεισέρχονται
τα λεγόµενα τυχαία σφάλµατα, τα οποία επίσης προστίθενται για να δώσουν το τελικό
σφάλµα. Το σφάλµα κάθε µέτρησης είναι τουλάχιστον ίσο µε την ελάχιστη τιµή που
µπορεί να µετρήσει ένα όργανο. ΄Ετσι σε ένα µετρητικό χάρακα µήκους ενός µέτρου,
που µετράει µέχρι και χιλιοστά, το λεγόµενο ‘σφάλµα του οργάνου’, που ϑα δούµε πα-
ϱακάτω, είναι ένα χιλιοστό. Κάθε τέτοιος χάρακας µπορεί να µετρήσει µια απόσταση
(ενός µέτρου) µε τέσσερα το πολύ ψηφία. Αν λοιπόν µετρήσουµε µια απόσταση 10
µέτρων µετρώντας 10 ϕορές διαδοχικές αποστάσεις ενός µέτρου, τότε ϑα καταφέρου-
µε να µετρήσουµε την απόσταση των 10 µέτρων, αλλά έτσι ϑα δεκαπλασιαστεί και το
σφάλµα της µέτρησης. ΄Ετσι η µέτρηση των 10 µέτρων, κατ΄ αυτό τον τρόπο, ϑα έχει
σφάλµα 10×1mm = 10mm. ΄Ετσι µια διαφορά λιγότερο από 10mm δεν µπορούµε να
την αντιληφθούµε µε µια τέτοια µέτρηση. Με λιγότερα λόγια, µια απόσταση 10 µέτρων
και 2 χιλιοστών δεν µπορούµε να την ξεχωρίσουµε από µια απόσταση 10 µέτρων και
3 χιλιοστών ( Μπορείτε να κάνετε τη δοκιµή στο σπίτι σας για να πειστείτε). ΄Ετσι για
αποστάσεις πάνω από 10 µέτρα δεν µπορούµε να µετράµε διαφορές µικρότερες από
10mm. Εποµένως, προς µεγάλη µας απογοήτευση, οποιαδήποτε µέτρηση µ΄ αυτή τη
µέθοδο, πάνω από 10 µέτρα, δε ϑα µπορεί να αποδοθεί µε 5 ψηφία, αλλά πάλι µε 4.

ΣΕ ΚΑΘΕ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ λοιπόν (είτε µετράµε αποστάσεις άστρων, είτε αποστάσεις
πόλεων, είτε τη διατοµή µιας ϐίδας, σηµασία έχει µε πόσα ψηφία µπορούµε να απο-
δώσουµε τη µέτρηση. Καµιά σηµασία δεν έχει αν τα µικρότερης αξίας ψηφία, που
δεν µπορούµε να τα περιλάβουµε στη µέτρησή µας, λόγω της αδυναµίας των οργάνων
µέτρησης, παριστάνουν εκατοµµύρια χιλιόµετρα ή αν παριστάνουν δέκατα του χιλιο-
στού. Μια µέτρηση είναι ισοδύναµης αξίας µε µια άλλη αν περιγράφεται µε το ίδιο
πλήθος ψηφίων. Για να είµαστε πιο ακριβής, δύο µετρήσεις είναι ισοδύναµης αξίας αν
περιγράφονται µε το ίδιο πλήθος ΣΗΜΑΝΤΙΚΩΝ ΨΗΦΙΩΝ.

Σηµαντικά ψηφία µιας µέτρησης είναι όλα τα ψηφία ενός αριθµού που παριστάνει
µια µέτρηση, που προέρχονται από την ίδια τη µέτρηση ή από υπολογισµούς µετρή-
σεων.

΄Ετσι η µέτρηση απόστασης 10 εκατοστών, µε ένα χάρακα που µπορεί να διακρίνει
µέχρι και το χιλιοστό, περιέχει τρία σηµαντικά ψηφία, αφού στη διαδικασία µέτρησης
µετρήθηκαν και τα χιλιοστά. Εποµένως η µέτρηση δε ήταν 10cm αλλά 10.0cm και
έχει τρία σηµαντικά ψηφία. Γράφοντας µ΄ αυτή τη µορφή τον αριθµό υποδηλώνουµε
ότι µετρήθηκαν και τα χιλιοστά. ∆ηλώνουµε δηλαδή ότι αυτό που µετρήσαµε ήταν
χιλιοστά και όχι εκατοστά. Μετρήσαµε 100 χιλιοστά και όχι 10 εκατοστά. Μπορεί
εποµένως τα σύµβολα 10cm και 10.0cm να έχουν την ίδια µαθηµατική αξία, αλλά
για µια εργαστηριακή µέτρηση είναι τελείως διαφορετικά αντικείµενα. Το µεν πρώτο
δηλώνει ότι η µέτρηση έγινε σε εκατοστά και έχει δυο σηµαντικά ψηφία, το δε δεύτερο
δηλώνει ότι η µέτρηση έγινε σε χιλιοστά και έχει τρία σηµαντικά ψηφία. Το µεν πρώτο
δηλώνει ότι δεν µπορούµε να µετρήσουµε κάτι µικρότερο από εκατοστό, το δε δεύτερο
δηλώνει ότι δεν µπορούµε να µετρήσουµε κάτι λιγότερο από χιλιοστό. ΄Ετσι η µέτρηση
10cm, που έχει µόνο δύο σηµαντικά ψηφία, είναι µέτρησης µικρότερης αξίας (ή αν
ϑέλετε µικρότερης ακρίβειας), από τη µέτρηση 10.0cm, που παριστάνει τον ίδιο αριθµό,
αλλά έχει περισσότερα (τρία) σηµαντικά ψηφία.

Κατ΄ αναλογία µε όλα αυτά, η µέτρηση 149 × 106km της απόστασης Γης - ΄Ηλιου
είναι πιο ακριβής από τη µέτρηση 69km της απόστασης Αγ. Νικολάου - Σητείας, κι ας
είναι ασήµαντη για την πρώτη, κάθε ποσότητα µερικών εκατοντάδων χιλιάδων χιλιοµέ-
τρων, τη ίδια στιγµή, που η ίδια η δεύτερη µέτρηση είναι ασήµαντο υποπολλαπλάσιο
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της ασήµαντης αυτής ποσότητας για την πρώτη µέτρηση.

1.1.3 Αδυναµία ακριβούς µέτρησης

Είδαµε παραπάνω ότι οι µετρήσεις οι οποίες γίνονται δεν έχουν απόλυτη ακρίβεια και
ότι η ακρίβεια µιας µέτρησης είναι συνάρτηση των σηµαντικών ψηφίων µε τα οποία
την κάνουµε.

΄Οµως ανεξάρτητα από τον αν είναι ή όχι ακριβείς οι µετρήσεις που κάνουµε, τελικά
πόση είναι η απόσταση Αγ. Νικολάου - Σητείας, ακριβώς;

Ο µόνος τρόπος για να δούµε πόση είναι αυτή η απόσταση είναι να τη µετρήσει
κάποιος. Κάνοντας µια εκδροµή από τη Σητεία προς τον Αγ. Νικόλαο ϑα συναντή-
σετε σε κάποια σηµεία στην άκρη του δρόµου διάφορες ταµπελίτσες µε χιλιοµετρικές
ενδείξεις, που δείχνουν, ανά χιλιόµετρο, την απόσταση που απέχετε από την πρω-
τεύουσα του νοµού στον οποίο ϐρίσκεστε. Εποµένως κάποιος ήδη έχει µετρήσει αυτή
την απόσταση, κι έτσι ανά χιλιόµετρο µπορούµε να ξέρουµε πόσο απέχουµε απ΄ την
πρωτεύουσα του νοµού.

Θα µπορούσε κανείς να αναρωτηθεί πώς µετρήθηκαν αυτές οι αποστάσεις και πώς
µπορεί κανείς να είναι σίγουρος ότι η ένδειξη που ϕέρουν αυτές οι ταµπελίτσες είναι η
αληθινή απόστασή τους από την πρωτεύουσα του νοµού ή είναι µια προσέγγιση αυτής ;

΄Ενας χονδροειδής τρόπος να το ελέγξει κανείς είναι να µετρήσει πόσα ϐήµατα
χρειάζονται από τη µια ταµπελίτσα για να ϕτάσει στην άλλη. Αν περπατάει µε σταθερό
µήκος ϐήµατος µπορεί να µετρήσει το µήκος του ϐήµατος επί τον αριθµό των ϐηµάτων
που ϑα κάνει (περπατώντας από τη µια ταµπελίτσα µέχρι την άλλη) και από το γινόµενο
αυτό να ϐρει την απόσταση. Αν έβρισκε την απόσταση αυτή πολύ διαφορετική από 1km
τότε ϑα µπορούσε κάλλιστα να µην πιστέψει αυτές τις χιλιοµετρικές ενδείξεις. Αν όµως
η απόσταση ήταν περίπου 1km ϑα έπρεπε να καταφύγει σε πιο αξιόπιστες µεθόδους
µέτρησης, γιατί όπως και να το κάνουµε, το µήκος του ϐήµατος δεν µπορεί να είναι
σταθερό. ΄Ετσι υποχρεωτικά ϑα έχουµε αποκλίσεις από την πραγµατική τιµή που πάµε
να µετρήσουµε.

Για να κάνουµε τη µέτρηση πιο αξιόπιστη ϑα µπορούσαµε, αντί για αριθµό ϐη-
µάτων, να χρησιµοποιήσουµε ένα µέτρο σαν αυτά που χρησιµοποιούν οι διάφοροι
τεχνίτες όταν ϑέλουν να µετρήσουν αποστάσεις. Θα κάνουµε λοιπόν την ίδια δουλειά,
αλλά αντί να µετράµε ϐήµατα, ϑα µετρήσουµε πόσες ϕορές πρέπει να τοποθετήσουµε
το µέτρο στη διαδροµή µας, έτσι ώστε να καλυφθεί ολόκληρο το διάστηµα από τη µια
ταµπελίτσα µέχρι την άλλη. Μ΄ αυτή τη µέτρηση, το πιθανότερο είναι να ϐρούµε µια
τιµή κοντά στο 1km. ΄Οµως και αυτή η µέτρηση δε ϑα είναι και πολύ αξιόπιστη γιατί
έτσι όπως ϑα τοποθετούµε το µέτρο µπορεί να ξεφεύγει η κατεύθυνσή του από την
κατεύθυνση της ευθείας ανάµεσα στις δύο ταµπελίτσες, είτε επειδή ϑα µας ξεφεύγει
λίγο αριστερά ή δεξιά, είτε επειδή οι πιθανές ανωµαλίες του εδάφους ϑα το µετακινούν
λίγο πάνω ή κάτω. Για να αποφύγουµε αυτές τις πιθανές εκτροπές του µέτρου από
την ευθεία µπορούµε, αντί για µέτρο να χρησιµοποιήσουµε µια µετροταινία, η οποία
µπορεί να µετρήσει µήκος της τάξεως των 20 - 50 µέτρων. ΄Ετσι οι πιθανές εκτροπές
από την ευθεία ϑα είναι λιγότερο σηµαντικές αφού ϑα γίνονται κάθε 20 - 50 µέτρα
και όχι κάθε µέτρο. ΄Οµως η µετροταινία δεν είναι άκαµπτη όπως ένα ξύλινο µέτρο
κι έτσι επίσης µπορεί να έχει αποκλίσεις από την ευθεία λόγω αυτής της ευκαµψίας
της. Αν κρατάµε τα δύο άκρα της µετροταινίας στον αέρα τότε η µετροταινία ϑα κάνει
µια ‘κοιλιά’ λόγω του ίδιου της του ϐάρους. Αν προσπαθήσουµε να την τεντώσουµε
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για να αποφύγουµε αυτή την ‘κοιλιά’ τότε λόγω και της ελαστικότητας που έχει, ϑα
επιµηκυνθεί και η επιµήκυνση αυτή ϑα αλλοιώσει τη µέτρηση.

΄Ενα άλλο πρόβληµα, που δε λάβαµε υπ΄ όψη µας, είναι πώς ϑα µετρήσουµε τις
αποστάσεις πάνω στις στροφές. Αν µετρήσουµε από τη µέσα µεριά της στροφής οι
αποστάσεις ϑα είναι µικρότερες, ενώ από την έξω µεριά µεγαλύτερες. Από ποια µεριά
λοιπόν να µετρήσουµε ; Θα µπορούσε κανείς να προτείνει να µετρήσουµε αποστάσεις
από τη µέση του δρόµου. ΄Οµως και τότε ϑα πρέπει να καθορίσουµε πού ακριβώς
ϐρίσκεται η µέση του δρόµου. ΄Ετσι η µέτρηση γίνεται ακόµα πιο περίπλοκη και πιο
δύσκολη.

Ακόµα και µε τα πιο ακριβή όργανα της τοπογραφίας, δεν µπορούµε να επιτύχουµε
µια απόλυτα ακριβής µέτρηση µήκους, γιατί και σ΄ αυτή την περίπτωση υπεισέρχον-
ται διάφοροι παράγοντες που επηρεάζουν τη µέτρηση. Πέρα απ΄ όλους τους άλλους
παράγοντες που µπορεί να επηρεάζουν δυσµενώς την ακρίβεια µιας µέτρησης, τα ίδια
τα όργανα της µέτρησης δε µας επιτρέπουν να µετρήσουµε µικρότερες ποσότητες από
µια συγκεκριµένη ελάχιστη τιµή που καθορίζει, όπως ϑα πούµε παρακάτω, το σφάλµα
του οργάνου.

Τελικά δεν υπάρχει κανένας τρόπος να έχουµε µια απόλυτα ακριβής µέτρηση ; Η
απάντηση είναι ΟΧΙ. ∆εν µπορούµε να έχουµε µια απόλυτα ακριβής µέτρηση. Πάντα
ότι και να κάνουµε οι µετρήσεις µας ϑα είναι ανακριβείς. Οφείλουµε λοιπόν να το πα-
ϱαδεχτούµε αυτό και να δούµε τι µπορούµε να κάνουµε από κει και πέρα. Το ότι δεν
µπορούµε να κάνουµε µια απόλυτα ακριβής µέτρηση δεν σηµαίνει ότι δεν µπορούµε
να κάνουµε µετρήσεις ικανές να µας επιτρέψουν να κάνουµε τη δουλειά µας. Αυτό
ϑα πρέπει τελικά να είναι το Ϲητούµενό µας από δω και πέρα και όχι να ψάχνουµε
την απόλυτα ακριβής µέτρηση, µιας και αυτή δεν υπάρχει. Θα πρέπει δηλαδή να ϐλέ-
πουµε κάθε ϕορά πόσο ακριβής µας ενδιαφέρει να είναι µια µέτρηση και αναλόγως
να επιστρατεύουµε τα κατάλληλα όργανα που ϑα µας επιτρέψουν να επιτύχουµε την
επιθυµητή ακρίβεια. ΄Ετσι στη µέτρηση της απόστασης Αγ. Νικολάου - Σητείας µας
είναι αρκετός ένας χιλιοµετρητής που είναι προσαρµοσµένος στο καντράν κάθε αυτο-
κινήτου. ∆ε µας ενδιαφέρει αν χάσουµε και µερικές δεκάδες ή εκατοντάδες µέτρα. Αν
πάλι µας ενδιαφέρει µια µέτρηση µε µεγαλύτερη ακρίβεια ϑα επιστρατεύσουµε άλλες
µεθόδους και ενδεχοµένως άλλα όργανα µέτρησης που ϑα µας επιτρέπουν µια πιο
ακριβής µέτρηση. Αντίθετα, για να µετρήσουµε τη διατοµή µιας ϐίδας δεν µπορούµε
να χρησιµοποιήσουµε ένα υποδεκάµετρο, αφού µε το υποδεκάµετρο δεν µπορούµε να
διακρίνουµε αποστάσεις µικρότερες από 1mm. Μπορούµε όµως να τη µετρήσουµε µε
ένα παχύµετρο το οποίο µπορεί να µετρήσει µήκος µέχρι και 0.1mm. ΄Ετσι µια ϐίδα
διατοµής 7.5345mm το παχύµετρο ϑα δείξει 7.5mm, η µέτρηση δε ϑα είναι ακριβής
αλλά εµείς ϑα κάνουµε τη δουλειά µας αφού ϑα ξέρουµε ότι τη ϐίδα αυτή µπορούµε
να τη ϐιδώσουµε σε παξιµάδι διατοµής 7.5mm. Αν για κάποιο άλλο λόγο ϑέλουµε να
µετρήσουµε την ϐίδα µε ακόµα µεγαλύτερη ακρίβεια , τότε πάλι ϑα πρέπει να χρη-
σιµοποιήσουµε άλλα όργανα µέτρησης που να µας επιτρέπουν µεγαλύτερη ακρίβεια
στη µέτρηση. Πάλι όµως η τιµή που ϑα ϐρούµε δε ϑα είναι η απόλυτα ακριβής.

1.1.4 Εισαγωγικά συµπεράσµατα

Απ΄ όλες αυτές τις εισαγωγικές σκέψεις µπορούµε να καταλήξουµε στα ακόλουθα συµ-
περάσµατα

1ον Καµιά µέτρηση δεν είναι ακριβής, γιατί δεν µπορούµε να πραγµατοποιήσουµε
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µια απόλυτα ακριβής µέτρηση. Εποµένως όλες οι µετρήσεις συνοδεύονται από κάποιο
σφάλµα.

2ον Επειδή δεν µπορούµε µε κανένα τρόπο να αποφύγουµε τα σφάλµατα των µε-
τρήσεων δε ϑα µπορέσουµε ποτέ να µάθουµε την αληθινή τιµή ενός µεγέθους που προ-
σπαθούµε να το µετρήσουµε. Μην µπορώντας να κάνουµε κάτι καλύτερο, αρκούµαστε
στο να µετρήσουµε µια ποσότητα µε τουλάχιστον τόση ακρίβεια, όση χρειαζόµαστε για
να κάνουµε τη δουλειά µας.

3ον Η ακρίβεια µιας µέτρησης εξαρτάται από τα όργανα µέτρησης και τις µεθόδους
που χρησιµοποιούµε για να κάνουµε τη µέτρηση. Εκφράζεται µέσω του αριθµού
σηµαντικών ψηφίων που χρησιµοποιούνται για να γραφεί. ΄Οσα περισσότερα είναι τα
σηµαντικά ψηφία µε τα οποία γράφεται µια µέτρηση, τόσο πιο ακριβής είναι.

4ον Η ακρίβεια µιας µέτρησης εµφανίζεται µέσα από τα σηµαντικά ψηφία µε τα
οποία γράφεται και είναι τόσο µεγαλύτερη, όσα περισσότερα είναι τα σηµαντικά της
ψηφία.

1.2 Μετρήσεις

Μέτρηση είναι κάθε διαδικασία που κάνουµε προκειµένου να προσδιορίσουµε την
τιµή ενός µεγέθους.

Χωρίζουµε τις µετρήσεις σε δύο κατηγορίες

• ΄Αµεσες Μετρήσεις. Είναι οι µετρήσεις που γίνονται µε απευθείας χρήση των
οργάνων µέτρησης. (Π.χ. η µέτρηση της διατοµής της ϐίδας µε το παχύµετρο)

• ΄Εµµεσες Μετρήσεις. Είναι οι µετρήσεις που χρησιµοποιούν άλλες µετρήσεις και
τη ϐοήθεια κάποιου µαθηµατικού τύπου, για να προσδιορίσουν την τιµή µιας
ποσότητας.(Π.χ. για τη µέτρηση της επιφάνειας της διατοµής της ϐίδας δεν
υπάρχει όργανο που να µετράει απευθείας επιφάνειες. Χρησιµοποιούµε λοιπόν
τη σχέση S = πR2 όπου R η ακτίνα του κύκλου και επειδή η ακτίνα είναι ίση
µε τη µισή διατοµή που την έχουµε µετρήσει µε άµεση µέτρηση, µπορούµε µε
τη ϐοήθεια του τύπου να µετρήσουµε την επιφάνεια έµµεσα)

1.3 Σφάλµατα

Αφού καµιά µέτρηση δεν είναι ακριβής αυτό σηµαίνει ότι δεν µπορούµε να γνωρίζουµε
την αληθινή τιµή του µεγέθους που προσπαθούµε να µετρήσουµε. Μπορούµε όµως
να τη γνωρίζουµε µέσα σε κάποια όρια ακρίβειας ή, (αν ϑέλετε), µε κάποιο σφάλµα,
κάνοντας µετρήσεις. Εποµένως οι µετρήσεις ϑα έχουν αποκλίσεις από την αληθινή
τιµή του µετρούµενου µεγέθους. Τα όρια ανάµεσα στα οποία ϐρίσκονται αυτές οι
αποκλίσεις, καθορίζουν τα σφάλµατα των µετρήσεων.

Σφάλµα λοιπόν είναι το µέτρο της αβεβαιότητας µε την οποία µια µέτρηση προσεγ-
γίζει την αληθινή τιµή του µεγέθους που µετράµε.

Αν εποµένως για το µέγεθος X κάνουµε µια µέτρηση x, ϑα υπάρχει µια περιοχή
γύρω απ΄ αυτή τη µέτρηση µέσα στην οποία ϑα ϐρίσκεται η αληθινή τιµή του µεγέθους
που µετράµε. Αν λοιπόν δx είναι το σφάλµα µε το οποίο κάνουµε µια µέτρηση, αυτό
σηµαίνει ότι η αληθινή τιµή του µεγέθους που µετράµε ϐρίσκεται µέσα στο διάστηµα
[x − δx, x + δx]. Αυτό µπορούµε να το γράψουµε σαν X = x ± δx και ϑα εννοούµε
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ότι η αληθινή τιµή X του µεγέθους που µετράµε είναι κάπου µέσα στο διάστηµα
[x− δx, x+ δx].

Ξεχωρίζουµε τρεις κατηγορίες σφαλµάτων ανάλογα µε τον τρόπο τον οποίο εµφα-
νίζονται

• Ακούσια σφάλµατα ή λάθη. Είναι εκείνα που προέρχονται από λανθασµένη ανά-
γνωση ή καταγραφή εκ µέρους αυτού που κάνει το πείραµα. Αυτά τα σφάλµατα
µπορούν να αποφευχθούν αν δοθεί η ανάλογη προσοχή απ΄ αυτούς που εκτελούν
το πείραµα.

• Συστηµατικά σφάλµατα. Είναι αυτά που µε συστηµατικό τρόπο υπεισέρχονται
στις µετρήσεις και επηρεάζουν κατά τον ίδιο τρόπο όλες τις µετρήσεις. Τέτοια
σφάλµατα µπορεί να οφείλονται

{ Σε λανθασµένη ϐαθµονόµηση των οργάνων µέτρησης (π.χ. αν η ϑερµοκρα-
σία είναι 20oC το ϑερµόµετρο να έχει χαλάσει και συστηµατικά γι αυτή τη
ϑερµοκρασία να δείχνει 25oC)

{ Σε προσέγγιση στη µαθηµατική σχέση που προσδιορίζει µια έµµεση µέ-
τρηση (π.χ. να µετρήσει την επιτάχυνση της ϐαρύτητας χωρίς να λάβει υπ΄
όψιν την αντίσταση του αέρα, έχοντας ϑεωρήσει ότι ισχύουν οι εξισώσεις της
ελεύθερης πτώσης)

{ Σε άλλους εξωγενείς παράγοντες που επηρεάζουν τη µέτρηση (π.χ. κατά τη
διάρκεια των µετρήσεών µας, οι συνθήκες του πειράµατος επιβάλουν µε-
ταβολές της ϑερµοκρασίας, οι οποίες επηρεάζουν τις ενδείξεις του οργάνου
µέτρησης)

• Τυχαία σφάλµατα Είναι σφάλµατα τα οποία συνεχίζουν να υπάρχουν ακόµα κι
αν έχουµε αποφύγει τα συστηµατικά και τα ακούσια σφάλµατα. Είναι σφάλµατα
που υπεισέρχονται στο πείραµα από διάφορους παράγοντες, που έχουν να κά-
νουν µε τις ατέλειες των µεθόδων µέτρησης, µε τα όργανα µέτρησης, µε πιθανές
ακαθόριστες µικρές µεταβολές που έχουν ϑεωρηθεί ως σταθερές, κ.α. Τα σφάλ-
µατα αυτά εµφανίζονται µε ένα τυχαίο τρόπο, δεν µπορούν να αποφευχθούν και
εµφανίζονται ακόµα και αν οι συνθήκες του πειράµατος παραµένουν ακριβώς οι
ίδιες. Λόγω της τυχαιότητάς τους αντιµετωπίζονται µε στατιστικό τρόπο ϑεωρών-
τας ότι η διασπορά των µετρήσεων ακολουθεί µια κανονική στατιστική κατανοµή
γύρω από τη µέση τους τιµή.

1.4 Σφάλµα από µία και µόνη µέτρηση

΄Οπως είπαµε στην εισαγωγή, µε κάθε όργανο µέτρησης µπορούµε να µετρήσουµε ένα
εύρος µετρήσεων, από µια ελάχιστη µέχρι µια µέγιστη τιµή. Η ελάχιστη µέτρηση που
µπορεί να κάνει ένα όργανο, συνδέεται µε την αδυναµία του οργάνου µέτρησης, να
µας επιτρέψει να διαβάσουµε µια µέτρηση µικρότερη από την ελάχιστη δυνατή. ΄Ετσι
σ΄ ένα χάρακα είναι αδύνατο να µπορούµε να διαβάσουµε µια µέτρηση µικρότερη
από 1mm ή στην καλύτερη περίπτωση 0.5mm. ΄Ετσι η αληθινή τιµή ενός µεγέθους
που προσπαθούµε να το µετρήσουµε, έχει µια αβεβαιότητα, που συνδέεται µ΄ αυτή
ακριβώς την αδυναµία µας να διαβάσουµε πάνω στο όργανο κάτι λιγότερο από την
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Αληθινη 
    τιµη

Μετρηση 82.3

Σφαλµα 0.1−+

82.0           82.1            82.2           82.3            82.4            82.5

Σχήµα 1.1: Η αληθινή τιµή και η µέτρηση µε σφάλµα ±0.1cm

Αληθινη 
    τιµηΣφαλµα +− 0.05

Μετρηση 82.25

82.0            82.1           82.2            82.3            82.4            82.5

Σχήµα 1.2: Η αληθινή τιµή και η µέτρηση µε σφάλµα ±0.05cm

ελάχιστη τιµή µέτρησης που µας επιτρέπει. Το µόνο που µπορούµε να κάνουµε σ΄ αυτή
την περίπτωση, είναι να καθορίσουµε την ελάχιστη δυνατή περιοχή µέσα στην οποία
µπορεί να ϐρίσκεται η αληθινή τιµή του µετρούµενου µεγέθους. Αν π.χ. µετράµε
µε το χάρακα ένα µήκος 82.3cm, αυτό σηµαίνει ότι η αληθινή τιµή του µήκους που
ϑέλουµε να µετρήσουµε, ϐρίσκεται πολύ κοντά στην ένδειξη 82.3, που ϕαίνεται πάνω
στο χάρακα (όπως είπαµε ϑα ήταν απίθανο να συµπέσει µια µέτρηση µε την απόλυτα
ακριβής τιµή του µετρούµενου µεγέθους) και σίγουρα είναι ανάµεσα στις ενδείξεις
82.2 και 82.4. ΄Οπως είπαµε, για τη µέτρησή µας αυτή πρέπει να γράψουµε ότι το
µήκος που µετρήσαµε είναι 82.3± 0.1cm και µ΄ αυτό να υποδηλώνουµε ότι η αληθινή
τιµή του µήκους που µετρήσαµε ϐρίσκεται στην περιοχή [82.3 − 0.1, 82.3 + 0.1] ή
αλλιώς στο [82.2, 82.4] (ϐλέπε σχήµα 1).

Θα µπορούσε κανείς να πει ότι αυτό το διάστηµα είναι µάλλον υπερεκτιµηµένο,
αφού έχουµε δυνατότητα µε το µάτι να διακρίνουµε πάνω στο χάρακα το εύρος ενός
χιλιοστού, µέσα στο οποίο ϑα µπορούσε να ϐρίσκεται η µέτρησή µας (ϐλέπε σχήµα 2).
Μπορεί να κάνει κάποιος αυτή τη ϑεώρηση, αρκεί να είναι σίγουρος ότι οι µετρήσεις
που κάνει είναι σωστές. Σ΄ αυτή την περίπτωση ϑα πρέπει να γράψουµε ότι η µέτρησή
µας είναι 82.25 ± 0.05cm, αναγνωρίζοντας όµως ότι η ελάχιστη δυνατή µέτρηση που
µπορούµε να κάνουµε είναι 0.05cm και όχι 0.1cm. Μ΄ αυτή τη ϑεώρηση, το διάστηµα
µέσα στο οποίο ϑα µπορούσε να ϐρεθεί η αληθινή τιµή του µήκους που µετράµε ϑα
ήταν το [82.20, 82.30].

Βλέπουµε λοιπόν ότι η ελάχιστη δυνατή ένδειξη που µπορούµε να αναγνωρίσουµε
πάνω σ΄ ένα όργανο µέτρησης, είναι ίση µε την ελάχιστη δυνατή µέτρηση που µπορεί
να κάνει το όργανο αυτό. Κατά συνέπεια το σφάλµα που κάνουµε σε µια και µόνη µέ-
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Σχήµα 1.3: Η Γκαουσιανή κατανοµή. Το εµβαδόν της γραµµοσκιασµένης περιοχής είναι η
πιθανότητα να ϐρεθεί µια µέτρηση ανάµεσα στις τιµές x και x+ δx

τρηση είναι ίσο µε την ελάχιστη αυτή δυνατή µέτρηση που µπορεί να κάνει το όργανο.
Αυτή την ελάχιστη δυνατή µέτρηση που µπορεί να κάνει το όργανο την ονοµάζουµε
σφάλµα του οργάνου και αποτελεί το σφάλµα της µέτρησής µας, αν έχουµε κάνει µία
και µόνη µέτρηση.

1.5 Αντιµετώπιση τυχαίων σφαλµάτων

Επειδή υπάρχουν τα τυχαία σφάλµατα, µια και µόνη µέτρηση δεν είναι ικανοποιητική,
για να έχουµε ένα αξιόπιστο αποτέλεσµα. Χρειάζεται λοιπόν να κάνουµε περισσότερες
από µια µετρήσεις και να αντιµετωπίσουµε µε στατιστικό τρόπο τις µετρήσεις αυτές.

1.5.1 Κανονική κατανοµή

Οι µετρήσεις που προκύπτουν ως αποτέλεσµα τυχαίων σφαλµάτων, είπαµε ότι ακο-
λουθούν µια κανονική κατανοµή. Τι είναι όµως η κανονική κατανοµή (ή κατανοµή
Gauss ή Γκαουσιανή κατανοµή);

Η Γκαουσιανή κατανοµή G(x) είναι η συνάρτηση

G(x) =
1√
2πσ

e−(x−µ)2/2σ2 (1.1)

η οποία δίνει την πιθανότητα ανά µονάδα του µετρούµενου µεγέθους, να µετρηθεί η
τιµή x.

Εποµένως η πιθανότητα να µετρηθεί µια τιµή στο διάστηµα [x0, x0 + δx] είναι ίση
µε το εµβαδόν που περικλύεται ανάµεσα στην καµπύλη G(x) και την ευθεία xx′, και
τις ευθείες x = x0 και x = x0 + δx (ϐλέπε σχ.3). Αυτό το εµβαδόν εκφράζεται από το
ολοκλήρωµα

P (x0 ≤ x ≤ x0 + δx) =
∫ x0+δx

x0

G(x)dx (1.2)
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Το σύµβολο P (x0 ≤ x ≤ x0+δx) συµβολίζει την πιθανότητα να µετρήσουµε το µέγεθος
x και να το ϐρούµε ανάµεσα στις τιµές x0 και x0 + δx.

1.5.2 Μέση τιµή, τυπική απόκλιση, τυπικό σφάλµα µέσης τιµής

Ορίζουµε ως µέση τιµή των µετρήσεων του µεγέθους x, την ποσότητα

< x >=
1
N

N∑

i=1

xi (1.3)

όπου xi η i - µέτρηση του µεγέθους x και Ν ο αριθµός των µετρήσεων. Εφ όσον
οι µετρήσεις µας ακολουθούν την κανονική κατανοµή, η πιθανότερη εκτίµηση της
πραγµατικής τιµής του µετρούµενου µεγέθους είναι η µέση του τιµή.

Ορίζουµε επίσης ως τυπική απόκλιση των µετρήσεων του µεγέθους x, την ποσότητα

σ =

√√√√ 1
N

N∑

i=1

(xi− < x >)2 (1.4)

(Στον τύπο (1) της Γκαουσιανής κατανοµής το µ είναι η µέση τιµή και το σ η τυπική
απόκλιση των µετρήσεων.) Μπορεί να δείξει κανείς ότι

σx =
√
< x2 > − < x >2 όπου < x2 >=

1
N

N∑

i=1

x2
i (1.5)

΄Οπως µπορεί κανείς να δει στο σχήµα 3, µετρήσεις γύρω από τη µέση τιµή έχουν
µεγαλύτερη πιθανότητα να εµφανιστούν, ενώ όσο µια µέτρηση αποµακρύνεται από τη
µέση τιµή, η πιθανότητα εµφάνισής της µειώνεται. Πολύ µακρυά από τη µέση τιµή η
πιθανότητα εµφάνισης µια µέτρησης είναι πρακτικά µηδέν.

Η πιθανότητα να εµφανιστεί µια µέτρηση στην περιοχή από µ−σ ως µ+σ (δηλαδή
το εµβαδόν κάτω από την καµπύλη και ανάµεσα σ΄ αυτές τις ευθείες, που σχολιάσαµε
προηγουµένως) είναι ίση µε 68.2%, ενώ η πιθανότητα να ϐρεθεί µια µέτρηση ανάµεσα
στις τιµές µ−2σ και µ+2σ είναι ίση µε 95.4%. Εποµένως η τυπική απόκλιση παρέχει
ένα µέτρο της διασποράς των µετρήσεων γύρω από τη µέση τιµή.

Για τη στατιστική εκτίµηση του σφάλµατος που προέρχεται από τα τυχαία σφάλ-
µατα, υπάρχουν πολλοί τρόποι. Το σφάλµα που ϑα επιλέξουµε να χρησιµοποιήσουµε
είναι το λεγόµενο τυπικό σφάλµα της µέσης τιµής που ορίζεται σαν

σM =
1√
N − 1

σ =

√√√√ 1
N(N − 1)

N∑

i=1

(xi− < x >)2 (1.6)

Σφάλµα µιας άµεσης µέτρησης ϑα ϑεωρούµε το µέγιστο ανάµεσα στο σφάλµα
οργάνου και στο τυχαίο σφάλµα της µέσης τιµής.

1.5.3 Κριτήριο Chauvenet - Απόρριψη µετρήσεων

΄Οπως είπαµε, οι µετρήσεις που εµπεριέχουν τυχαία σφάλµατα ακολουθούν µια κανο-
νική κατανοµή και διασπείρονται συµµετρικά γύρω από τη µέση τιµή. ΄Οπως ϕαίνεται
και στο σχήµα 3, η πιθανότητα εµφάνισης µιας µέτρησης, που ϐρίσκεται κοντά στη
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Σχήµα 1.4: Η τιµή του β = |x− < x > |/σ πάνω απ΄ την οποία πρέπει να απορρίπτονται οι
µετρήσεις ως συνάρτηση του πλήθους των µετρήσεων.

µέση τιµή, είναι µεγάλη και µειώνεται πολύ γρήγορα όσο η µέτρηση ϐρίσκεται µακρυά
απ΄ αυτή. Είναι εποµένως πολύ πιθανό σε ένα µεγάλο αριθµό µετρήσεων να εµφανι-
στούν και ακραίες µετρήσεις (δηλ. µετρήσεις που ϐρίσκονται σχετικά µακρυά από
τη µέση τιµή). Σ΄ αυτή την περίπτωση η εµφάνιση ακραίων µετρήσεων είναι τελείως
῾῾φυσιολογική᾿᾿ και αναµενόµενη και δεν πρόκειται να επηρεάσουν ουσιαστικά τη µέση
τιµή. ∆εν αποκλείεται όµως να εµφανιστεί µια ακραία µέτρηση (ή και περισσότερες)
από τις πρώτες κι όλας µετρήσεις. Αν σ΄ αυτή την περίπτωση δεν ϕροντίσουµε ώστε οι
µετρήσεις µας να είναι πολλές, τότε η συνεισφορά αυτής της ακραίας µέτρησης µπορεί
να είναι σηµαντική στη µέση τιµή, µε αποτέλεσµα η παρουσία της να αλλοιώσει δρα-
µατικά τη µέση τιµή. Σε τέτοιες περιπτώσεις λοιπόν, που δε µας δίνεται η δυνατότητα
να πάρουµε πολλές µετρήσεις, είναι καλό οι ακραίες µετρήσεις να εντοπίζονται και να
απορρίπτονται, ϑεωρώντας ότι οι µετρήσεις αυτές δεν έγιναν ποτέ. Τίθεται όµως τώρα
το ερώτηµα, πότε µια µέτρηση ϑα πρέπει να ϑεωρείται ότι είναι ακραία και πρέπει να
απορριφθεί ;

Την απάντηση στο ερώτηµα την έδωσε ο Chauvenet ο οποίος ϑεώρησε ότι επί Ν
µετρήσεων, µια µέτρηση είναι ακραία, όταν η µέτρηση αυτή εµφανιστεί στην ουρά
(στα άκρα) της κατανοµής, στην περιοχή όπου η πιθανότητα εµφάνισης µιας µέτρησης
είναι µικρότερη από 1/N . (κριτήριο Chauvenet).

Χωρίς να µπούµε σε µαθηµατικές λεπτοµέρειες, περιγράφουµε παρακάτω τα ϐή-
µατα που πρέπει να ακολουθήσουµε προκειµένου να δούµε αν κάποιες τιµές είναι
ακραίες, σύµφωνα µε το κριτήριο Chauvenet, και κατά συνέπεια πρέπει να απορρι-
ϕθούν.

• Υπολογίζουµε πρώτα τη µέση τιµή < x > και την τυπική απόκλιση σ.

• Για κάθε µια µέτρηση, xi, υπολογίζουµε τις ποσότητες βi από τη σχέση
βi = | < x > −xi|/σ.
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Ν β Ν β Ν β

1 - 11 1.691 21 1.981
2 - 12 1.732 22 2.000
3 0.968 13 1.769 23 2.019
4 1.150 14 1.803 24 2.037
5 1.281 15 1.834 25 2.054
6 1.383 16 1.863 26 2.070
7 1.465 17 1.889 27 2.085
8 1.534 18 1.915 28 2.100
9 1.593 19 1.938 29 2.114
10 1.644 20 1.959 30 2.128

Πίνακας 1.1: Αν για Ν µετρήσεις εµφανιστεί µέτρηση µε ϐ µεγαλύτερο απ΄ αυτό του πίνακα,
η µέτρηση αυτή πρέπει να απορρίπτεται

• Βρίσκουµε στο σχήµα 4 ή στον πίνακα 1 ποιο β αντιστοιχεί στον αριθµό µετρή-
σεων Ν. Αν κάποιο από τα βi είναι µεγαλύτερο απ΄ αυτό το β τότε απορρίπτουµε
τη µέτρηση xi απ΄ την οποία προήλθε το βi

• Αφού απορριφθούν όσες ακραίες µετρήσεις πρέπει να απορριφθούν, υπολογί-
Ϲουµε εκ νέου τη µέση τιµή και το τυπικό σφάλµα της µέσης τιµής

• ∆εν εφαρµόζουµε ξανά το κριτήριο Chauvenet για τις εναποµείνασες µετρήσεις
µε τη νέα µέση τιµή και τη νέα τυπική απόκλιση.

1.6 Σηµαντικά ψηφία - Στρογγυλοποίηση

΄Οπως είπαµε στην εισαγωγή, σηµαντικά ψηφία είναι όλα τα ψηφία ενός αριθµού που
παριστάνει µια µέτρηση, όταν προκύπτουν από την ίδια τη µέτρηση ή από υπολογι-
σµούς µετρήσεων.

Σ΄ ένα αριθµό λοιπόν που παριστάνει µια µέτρηση πρέπει να ϕαίνονται τα σηµαν-
τικά του ψηφία και ο µόνος τρόπος για να γίνει αυτό, είναι να γράψουµε αυτά τα
ψηφία. Αυτό µπορεί να γίνει ως εξής. Κάθε αριθµό που παριστάνει µια µέτρηση ϑα
τον γράφουµε µε τη µορφή

a1a2...an, an+1...am × 10β (1.7)

όπου a1, a2, ..., an, an+1, ..., am είναι τα m σηµαντικά ψηφία 0,1,...,9 της µέτρησης
και β µια δύναµη κατάλληλη για να προσαρµοστεί η µέτρηση στις ανάλογες µονάδες.

΄Ετσι η µέτρηση της απόστασης Γης - ΄Ηλιου µε τρία σηµαντικά ψηφία µπορεί να
γραφεί ως 149 × 106km, ή ως 14.9 × 107km, ή ως 1.49 × 108km, ή ως 149 × 109m,
ή ως 149× 1011cm κ.τ.λ. Με όλους αυτούς τους τρόπους γραφής εµφανίζονται πάντα
τρία σηµαντικά ψηφία. Και τα τρία αυτά ψηφία είναι σηµαντικά, ανεξάρτητα από το
πού τοποθετείται η υποδιαστολή.

Μπορεί όµως και να γραφεί ως 0.149× 109km, ή ως 0.149× 1012m, ή ως 0.149×
1014cm. Σ΄ αυτή τη µορφή γραφής, το πρώτο δεκαδικό ψηφίο πρέπει να είναι το
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σηµαντικότερο ψηφίο του αριθµού και δεν πρέπει ποτέ να είναι µηδέν. Αυτό επιτυγ-
χάνεται πολλαπλασιάζοντας κατάλληλα τον αριθµό µε κάποια δύναµη του 10. ΄Ετσι αν
µε τον αριθµό 0.00149 × 1011km ϑέλουµε να παραστήσουµε την παραπάνω µέτρηση
της απόστασης Γης - ΄Ηλιου µε τρία σηµαντικά ψηφία, ϑα τον πολλαπλασιάσουµε µε
102 για να γίνει 0.149 και ϑα διαιρέσουµε το 1011 µε τον ίδιο αριθµό, οπότε ϑα γίνει
109. ΄Ετσι ϑα πάρουµε τη µέτρηση 0.149 × 109km, που ήδη έχουµε γράψει παρα-
πάνω. Το µηδέν που ϐρίσκεται µπροστά από την υποδιαστολή δεν είναι σηµαντικό
ψηφίο. ΄Ετσι µ΄ αυτή τη µορφή γραφής µετρήσεων, όλα τα ψηφία του αριθµού µετά
την υποδιαστολή είναι σηµαντικά ψηφία της µέτρησης.

Από την άλλη το λιγότερο σηµαντικό ψηφίο µπορεί να είναι µηδέν. ΄Ετσι µια
µέτρηση ταχύτητας 5.2m/sec που µπορεί να µετρηθεί µέχρι και 0.01m/sec, πρέπει
να γραφεί σαν 5.20m/sec. Η µέτρηση αυτή έχει τρία σηµαντικά ψηφία και το τρίτο
ψηφίο, που είναι το µηδέν, πρέπει πάντα να γράφεται, αφού είναι αποτέλεσµα της
µέτρησης. Αν η µέτρησή µας µπορούσε να µετρηθεί µέχρι και 0.001m/sec, ϑα έπρεπε
να γραφεί σαν 5.200m/sec και ϑα είχε τέσσερα σηµαντικά ψηφία.

Είχαµε πει στην εισαγωγή, ότι αν προσπαθήσουµε να αυξήσουµε το πλήθος των
σηµαντικών ψηφίων προσθέτοντας τις µετρήσεις κάποιας ποσότητας µε σκοπό να αυ-
ξηθεί ο αριθµός των σηµαντικών ψηφίων, δεν πρόκειται να τα καταφέρουµε γιατί το
σφάλµα που ϑα έχει η έµµεση µέτρηση του αθροίσµατος ϑα µεγαλώσει, έτσι ώστε να
µην αλλάξει ο αριθµός των σηµαντικών ψηφίων. Γενικά στις έµµεσες µετρήσεις (δηλ.
µετρήσεις που προκύπτουν από µαθηµατικό υπολογισµό) το πλήθος των σηµαντικών
ψηφίων της µέτρησης είναι ίσο µε το µικρότερο πλήθος σηµαντικών ψηφίων των µετρή-
σεων από τις οποίες εξαρτάται η έµµεση µέτρηση. Θα το καταλάβουµε αυτό καλύτερα
µε το επόµενο παράδειγµα.

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο του οποίου ϑέλουµε
να µετρήσουµε το εµβαδόν. Για να το κάνουµε αυτό ϑα πρέπει να µετρήσουµε τα µήκη
των πλευρών του και να τα πολλαπλασιάσουµε µεταξύ τους. Ας υποθέσουµε ότι για
τις µετρήσεις αυτές χρησιµοποιούµε ένα χάρακα και ϐρίσκουµε ότι οι πλευρές αυτές
έχουν µήκος (123.3 ± 0.1)cm (τέσσερα σηµαντικά ψηφία) και (12.3 ± 0.1)cm (δύο
σηµαντικά ψηφία). Αυτό σηµαίνει ότι η µια πλευρά έχει µήκος µεταξύ 123.3− 0.1 =
123.2cm και 123.3 + 0.1 = 123.4cm και η άλλη µεταξύ 12.3 − 0.1 = 12.2cm και
12.3 + 0.1 = 12.4cm. Εποµένως το εµβαδόν ϑα έχει µια τιµή ανάµεσα στην ελάχιστη
και στη µέγιστη τιµή του γινοµένου των δύο πλευρών, δηλαδή µεταξύ 123.2× 12.2 =
1503.04cm2 και 123.4 × 12.4 = 1530.16cm2. Βλέπουµε λοιπόν ότι οι δύο τιµές του
ελαχίστου και του µεγίστου εµβαδού, (ανάµεσα στις οποίες ϐρίσκεται η πραγµατική του
τιµή), συµφωνούν µόνο κατά τα δύο πρώτα ψηφία που είναι το 1 και το 5 αντίστοιχα,
ενώ διαφοροποιούνται στο τρίτο ψηφίο που είναι το 0 (για το ελάχιστο εµβαδόν) και
το 3 (για το µέγιστο). Εποµένως το σφάλµα στη µέτρηση του εµβαδού ϐρίσκεται στο
τρίτο ψηφίο, όπως συµβαίνει µε τη µέτρηση της πλευράς µήκους (12.3 ± 0.1)cm.
Κατά συνέπεια µόνο τα τρία ψηφία της µέτρησης είναι σηµαντικά, αφού το σφάλµα
εντοπίζεται στο τρίτο ψηφίο. ΄Ετσι η µέτρηση του εµβαδού ϑα είναι 123.3 × 12.3 =
1516.59cm2. Επειδή, το πλήθος των σηµαντικών ψηφίων της έµµεσης µέτρησης του
εµβαδού, πρέπει να είναι ίσο, µε το µικρότερο πλήθος σηµαντικών ψηφίων των µεγεθών
από τις οποίες εξαρτάται η έµµεση µέτρηση, το εµβαδόν ϑα πρέπει να παρασταθεί µε
τρία σηµαντικά ψηφία.

Σε τέτοιες περιπτώσεις ϑα κάνουµε την εξής σύµβαση στρογγυλοποίησης των αριθ-
µών.
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• Αν το πρώτο µη σηµαντικό ψηφίο του αριθµού είναι µικρότερο από το πέντε τότε
αποκόπτουµε όλα τα µη σηµαντικά ψηφία και κρατάµε τα σηµαντικά ψηφία
όπως είναι.

• Αν είναι µεγαλύτερο ή ίσο του πέντε τότε κάνουµε το ίδιο αλλά προσθέτουµε µια
µονάδα στο λιγότερο σηµαντικό ψηφίο του αριθµού.

Εποµένως στο παράδειγµά µας, τα σηµαντικά ψηφία είναι τα τρία πρώτα, άρα το πρώτο
µη σηµαντικό είναι το 6. Το 6 είναι µεγαλύτερο από 5, άρα προσθέτουµε στο λιγότερο
σηµαντικό ψηφίο (δηλ. στο 1) µια µονάδα (και γίνεται 2). Εποµένως η µέτρηση του
εµβαδού ϑα είναι ίση µε 152× 101cm2 ± σφάλµα.

Το σφάλµα µιας έµµεσης µέτρησης, ϑα δείξουµε παρακάτω πώς να το προσδιορί-
Ϲουµε. (Ποτέ δεν ξεχνάµε να ϐάλουµε δίπλα στη µέτρησή µας τις κατάλληλες µονάδες.
Χωρίς αυτές η µέτρηση δεν έχει κανένα νόηµα.)

Επειδή το σφάλµα µιας µέτρησης είναι το µέτρο της αβεβαιότητας µε την οποία
η µέτρηση προσεγγίζει την αληθινή τιµή, δεν µπορεί το λιγότερο σηµαντικό ψηφίο
µιας µέτρησης να είναι περισσότερο σηµαντικό από το σφάλµα. ∆ε ϑα µπορούσαµε
π.χ. να έχουµε µια µέτρηση µήκους x = 1.74m και ένα σφάλµα δx = 0.0001m.
΄Ενα τέτοιο σφάλµα ϑα σήµαινε ότι µπορούµε να µετρήσουµε αποστάσεις µήκους που
να είναι ακέραια πολλαπλάσια του δx. ∆ηλαδή ϑα µπορούσαµε να µετρήσουµε ένα
µήκος x = 1.7401m x = 1.7402m x = 1.7403m κ.τ.λ. Εποµένως είτε αυτή η µέτρηση
µήκους είναι γραµµένη λάθος και ϑα έπρεπε να γραφεί σαν x = 1.7400m (οπότε ϑα
έχει 5 σηµαντικά ψηφία αντί για 3), είτε το σφάλµα ϑα πρέπει να είναι µεγαλύτερο και
τουλάχιστον ίσο µε 0.01m.

Κατ΄ αναλογία, δεν µπορεί το λιγότερο σηµαντικό ψηφίο µιας µέτρησης να είναι
λιγότερο σηµαντικό από το σφάλµα. ∆ε ϑα είχε νόηµα π.χ. να είχαµε µια µέτρηση
x = 1.74m και να είχαµε ένα σφάλµα 0.1m. Με τέτοιο σφάλµα ϑα µπορούσαµε να
µετρήσουµε αποστάσεις που να είναι πολλαπλάσιες του σφάλµατος. Θα µπορούσαµε
δηλαδή να µετρήσουµε 1.5m, 1.6m, 1.7m, 1.8m κ.τ.λ. Εποµένως είτε η µέτρηση είναι
λάθος και ϑα πρέπει να στρογγυλοποιηθεί σε x = 1.7m, είτε το σφάλµα είναι λάθος
και ϑα πρέπει να γίνει τουλάχιστον 0.01m.

Αντιλαµβανόµαστε κατά συνέπεια ότι το σφάλµα πρέπει να είναι το ίδιο σηµαντικό
µε το ελάχιστα σηµαντικό ψηφίο µιας µέτρησης. Για το λόγο αυτό το σφάλµα πρέπει
να αποδίδεται µε ένα µόνο σηµαντικό ψηφίο. Αν λοιπόν µετά από πράξεις προκύπτει
ένα σφάλµα µε περισσότερα από ένα σηµαντικά ψηφία, ϑα πρέπει, ακολουθώντας τους
παραπάνω κανόνες, να το στρογγυλοποιούµε σε ένα µόνο σηµαντικό ψηφίο.

1.7 Απόλυτο και σχετικό σφάλµα

Μέχρι τώρα ότι είπαµε για τα σφάλµατα αναφερόταν στο εύρος µέσα στο οποίο περι-
µένουµε να ϐρεθεί η αληθινή τιµή ενός µεγέθους, γύρω από την τιµή που µετρήσαµε.
Αυτό το σφάλµα ονοµάζεται απόλυτο σφάλµα.

΄Οµως το απόλυτο σφάλµα από µόνο του, δε µας δίνει καµιά πληροφορία για την
αξία (ή αλλιώς, για την ακρίβεια) της µέτρησης. Μπορούµε ϐέβαια να πάρουµε αυτή
την πληροφορία από το απόλυτο σφάλµα σε συνδυασµό µε τη µέτρηση. Βεβαίως,
όπως έχουµε πει, µια µέτρηση που εκφράζεται µε πολλά σηµαντικά ψηφία, είναι
ακριβέστερη από µια µέτρηση µε λιγότερα σηµαντικά ψηφία. ΄Οµως ανάµεσα σε δύο
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µετρήσεις µε ίδιο αριθµό σηµαντικών ψηφίων ποια µέτρηση είναι πιο ακριβής ; Την
απάντηση σ΄ αυτό το ερώτηµα τη δίνει το σχετικό σφάλµα. Το σχετικό σφάλµα µιας
µέτρησης x που έχει απόλυτο σφάλµα ±δx (δηλαδή της µέτρησης x± δx), ορίζεται ως

δx

x
× 100% (1.8)

Το σχετικό σφάλµα λοιπόν µας δείχνει πόσο µεγάλο είναι το σφάλµα σε σχέση µε τη
µέτρηση.

Αν π.χ. έχουµε µια µέτρηση µήκους x = 1.0± 0.1m το σχετικό της σφάλµα είναι
δx
x × 100% = 0.1/1 × 100% = 10% = 10−1. Το ίδιο αποτέλεσµα ϑα ϐρίσκαµε για το
σχετικό σφάλµα είτε στη µέτρησή µας είχαµε km, είτε είχαµε mm, αντί για m. ΄Οπως
ϑα έχετε παρατηρήσει το σχετικό σφάλµα είναι αδιάστατη ποσότητα (δεν έχει µονάδες).

Αν είχαµε µια µέτρηση x = 1.00 ± 0.01m το σχετικό της σφάλµα ϑα ήταν δx
x ×

100% = 0.01/1× 100% = 1% = 10−2.
Για τη µέτρηση x = 1.000± 0.001m το σχετικό της σφάλµα ϑα ήταν δx

x × 100% =
0.001/1× 100% = 0.1% = 10−3.

Για τη µέτρηση x = 11.567± 0.001m το σχετικό της σφάλµα ϑα ήταν δx
x × 100% =

0.001/11.567× 100% = 0.009% = 0.9× 10−4.
Για τη µέτρηση x = 18.463± 0.001m το σχετικό της σφάλµα ϑα ήταν δx

x × 100% =
0.001/18.463× 100% = 0.005% = 0.5× 10−4

΄Οπως ϐλέπετε,από τα παραπάνω παραδείγµατα µετρήσεων, αν το σχετικό σφάλµα
το γράψουµε σαν s× 10−m, µε 0.1 ≤ s ≤ 1 τότε έχουµε τόσα σηµαντικά ψηφία όσα η
αρνητική δύναµη του 10 µε την οποία εκφράζεται το σχετικό σφάλµα συν ένα (δηλαδή
έχουµε m+ 1 σηµαντικά ψηφία).

Καταλαβαίνουµε λοιπόν ότι το σχετικό σφάλµα µετράει την ακρίβεια της µέτρησης,
ενώ το απόλυτο µετράει την αβεβαιότητα µε την οποία προσεγγίζουµε την αληθινή τιµή.
΄Οσο πιο µικρό είναι το σχετικό σφάλµα, τόσο πιο ακριβής είναι η µέτρηση.

1.8 ∆ιάδοση σφαλµάτων

΄Οπως είπαµε, υπάρχουν µεγέθη τα οποία για να τα µετρήσουµε πρέπει να καταφύ-
γουµε σε κάποιο µαθηµατικό τύπο και µέσω αυτού να συνδυάσουµε ήδη υπάρχουσες
άµεσες µετρήσεις. Αυτές τις µετρήσεις είπαµε ότι τις λέµε έµµεσες µετρήσεις και
έχουν κι αυτές κάποιο σφάλµα. Το σφάλµα των έµµεσων µετρήσεων το ϐρίσκουµε µε
συνδυασµό των σφαλµάτων και των µετρήσεων των άµεσων µετρήσεων από τις οποίες
εξαρτάται η άµεση µέτρηση.

∆ίνουµε παρακάτω µερικά γενικά παραδείγµατα περιπτώσεων διάδοσης σφαλµά-
των που µπορεί να συναντήσετε. Σε άλλες περιπτώσεις που δεν καλύπτονται από τις
επόµενες ϑα σας δίνεται τύπος µέσω του οποίου ϑα ϐρίσκετε τη διάδοση των σφαλµά-
των. Αν Α είναι ένα µέγεθος του οποίου ϑέλουµε να κάνουµε µια έµµεση µέτρηση,
το οποίο εξαρτάται από τα µεγέθη Q1,Q2,...,Qn. Αν οι µετρήσεις αυτών των µεγεθών
έχουν σφάλµα δQ1, δQ2,...,δQn αντίστοιχα, τότε :

• Αν A = Q1 + c, όπου c µια σταθερά, τότε δA = ±δQ1

• Αν A = cQ1, όπου c µια σταθερά, τότε δA = ±cδQ1

• Αν A = Q1 ±Q2 ± ...±Qn τότε δA = ±√
(δQ1)2 + (δQ2)2 + ...+ (δQn)2



1.9. Μ�ΕΘΟ∆ΟΣ ΕΛΑΧ�ΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓ�ΩΝΩΝ 19

• Αν A = Q1Q2...Qn τότε δA
A = ±

√(
δQ1

Q1

)2
+

(
δQ2

Q2

)2
+ ...+

(
δQn

Qn

)2

• Αν A = Q1

Q2
τότε δA

A = ±
√(

δQ1

Q1

)2
+

(
δQ2

Q2

)2

• Αν A = Qn
1

Qm
2

τότε δA
A = ±

√(
n δQ1

Q1

)2
+

(
m δQ2

Q2

)2

Εποµένως αν r ± δr είναι η µέτρηση της ακτίνας ενός κύκλου τότε το σφάλµα στη
µέτρηση της περιφέρειάς του ϑα είναι δL = 2πδr και το σφάλµα στη µέτρηση της
επιφάνειάς του δS = 2πrδr. (Υπενθυµίζουµε ότι η περιφέρεια κύκλου είναι L = 2πr
και το εµβαδόν της επιφάνειάς του S = πr2).

1.9 Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων

Για να µελετήσουµε πειραµατικά τη σχέση µεταξύ δύο ποσοτήτων είναι ϐολικό να
χρησιµοποιούµε τις γραφικές παραστάσεις. ΄Οµως επειδή οι µετρήσεις µας έχουν
σφάλµατα, οι πειραµατικές τιµές των ποσοτήτων, που ϑέλουµε να τις παραστήσουµε
µε γραφική παράσταση, δε ϑα συµπίπτουν ακριβώς πάνω στην καµπύλη που υπο-
λογίζουµε ότι αντιστοιχεί στις µετρήσεις µας. Αν π.χ. ϑέλουµε να µελετήσουµε την
ευθύγραµµη οµαλή κίνηση (δηλαδή την κίνηση µε σταθερή ταχύτητα) µπορούµε να
µετρήσουµε πόσο µετακινείτε το σώµα µας σε διαδοχικές χρονικές στιγµές. Αν ϑελή-
σουµε να κάνουµε τη γραφική παράσταση του συνολικού διαστήµατος που κινήθηκε
το σώµα σα συνάρτηση του συνολικού χρόνου, τότε ϑα έπρεπε να προκύψει µια ευθεία.
΄Οµως τα σφάλµατα των µετρήσεών µας, ϑα έχουν ως αποτέλεσµα να µην ϐρίσκονται
ακριβώς πάνω σε µια ευθεία οι µετρήσεις µας. Λόγω αυτών των αποκλίσεών τους
ϑα µπορούσαµε να ϕτιάξουµε πολλές διαφορετικές ευθείες συνδέοντας ανά δύο τα
πειραµατικά µας σηµεία και τελικά δε ϑα µπορούσαµε να καταλήξουµε σε κάποιο
συµπέρασµα για το ποια ευθεία προσεγγίζει µε τον καλύτερο τρόπο τα πειραµατικά
µας δεδοµένα.

Τη λύση σ΄ αυτό το πρόβληµα την έδωσε ο Gauss σε ηλικία µόλις 15 ετών προτεί-
νοντας ως ευθεία που προσεγγίσει καλύτερα την αληθινή ευθεία, εκείνη που προσαρ-
µόζεται ανάµεσα στα πειραµατικά σηµεία κατά τέτοιο τρόπο, ώστε να ελαχιστοποιείται
το άθροισµα των τετραγώνων των αποκλίσεών τους απ΄ αυτή.

Ας ϑεωρήσουµε ότι έχουµε τα πειραµατικά δεδοµένα xi,yi, i = 1, 2, ..., N και
προσπαθούµε να προσαρµόσουµε ανάµεσα σ΄ αυτά την ευθεία y = ax+b µε τη µέθοδο
που πρότεινε ο Gauss.

Θα πρέπει κατά συνέπεια να ελαχιστοποιηθεί η ποσότητα
∑N

i=1(yi − axi − b)2. Η
ποσότητα αυτή ελαχιστοποιείται όταν οι µερικές παράγωγοί της ως προς a και b, γίνουν
ίσες µε µηδέν. Κάνοντας αυτές τις πράξεις ϐρίσκουµε

a =
< xy > − < x >< y >

< x2 > − < x >2
και b =< y > −a < x > (1.9)

όπου το σύµβολο < w > παριστάνει την µέση τιµή του µεγέθους w. ∆ηλαδή

< x >=
1
N

N∑

i=1

xi, < y >=
1
N

N∑

i=1

yi, < x2 >=
1
N

N∑

i=1

x2
i , < xy >=

1
N

N∑

i=1

xiyi

(1.10)
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Σχήµα 1.5: Η ευθεία προσαρµόζεται στα πειραµατικά δεδοµένα έτσι ώστε το άθροισµα των
τετραγώνων των αποκλίσεων (οι γραµµούλες που ϕαίνονται από τα πειραµατικά σηµεία προς
την ευθεία) να γίνεται ελάχιστο.

Η µέθοδος είναι γνωστή µε το όνοµα Μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων.
΄Οπως µπορείτε να δείτε από τη δεύτερη εξίσωση, το σηµείο (< x >,< y >) είναι

σηµείο της ευθείας.
Με τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, που µόλις αναπτύξαµε, µπορούµε να

προσαρµόσουµε τη ϐέλτιστη ευθεία στα πειραµατικά µας σηµεία. Γενικά υπάρχει τρό-
πος να ϐρεθεί το ϐέλτιστο πολυώνυµο που µπορεί να προσαρµοστεί σε πειραµατικά
δεδοµένα µε την ίδια µέθοδο ώστε να καλυφθούν και άλλες περιπτώσεις σχέσεων µε-
γεθών, που δεν είναι ευθείες. Υπάρχουν όµως αρκετές σχέσεις µεγεθών που µπορούν
να αναχθούν σε ευθείες.

΄Ετσι η σχέση y = axn + b µπορεί να αναχθεί σε ευθεία αν στη ϑέση της µεταβλητής
xn ϐάλουµε µια µεταβλητή w. Μετατρέπουµε λοιπόν τα Ϲεύγη µετρήσεων (xi, yi) σε
(wi, yi), όπου wi = xn

i . Το Ϲητούµενο τότε ϑα είναι να ϐρούµε την ευθεία y = aw + b
(δηλαδή τα a και b) που προσαρµόζεται καλύτερα στα πειραµατικά δεδοµένα, µέσω
της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων. Αν ξέρουµε τα a και b, µπορούµε να ξέρουµε
τη σχέση y = axn + b που προσαρµόζεται καλύτερα στα πειραµατικά δεδοµένα.

Οµοίως αν έχουµε τη σχέση y = axn + bxm, µε γνωστά m και n, m < n τότε κατά
τον ίδιο τρόπο y = xm(axn−m + b) =⇒ y/xm = axn−m + b. Μετατρέπουµε λοιπόν τα
Ϲευγάρια µετρήσεων (xi, yi) σε (wi, vi) µε wi = xn−m

i και vi = yi/x
m
i και µε τη µέθοδο

των ελαχίστων τετραγώνων αναζητούµε την ευθεία v = aw+b που προσαρµόζεται κατά
το ϐέλτιστο τρόπο στα πειραµατικά δεδοµένα (wi, vi).

Οµοίως αν έχουµε µια σχέση της µορφής y = Aeλx, τότε παίρνοντας τους λογα-
ϱίθµους των δύο µελών, έχουµε log y = logA+ λx log e, (log e = 0.43429448). Οπότε
µπορούµε πάλι να εφαρµόσουµε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων µε τα Ϲεύγη
(0.43429448xi, log yi) για να προσδιορίσουµε τα λ και lnA.

Τέτοιες γραφικές παραστάσεις είναι εύκολες να γίνουν στο λεγόµενο ηµιλογαριθ-
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Σχήµα 1.6: Το ηµιλογαριθµικό χαρτί. Πάνω στις κάθετες στον άξονα xx′ γραµµές, ϐρίσκονται
οι τιµές των λογαρίθµων των ορισµάτων που είναι σηµειωµένα. (Εκεί που γράφει 0.7 ϐρίσκεται
ο log10 0.7)
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Σχήµα 1.7: Το λογαριθµικό χαρτί. Οι κάθετες γραµµές και στους δύο άξονες παριστάνουν
τους λογαρίθµους των ορισµάτων που είναι σηµειωµένα.
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µικό χαρτί. Αυτό το χαρτί είναι σαν το µιλιµετρέ. Στο µιλιµετρέ χαρτί κάθε γραµµή
ισαπέχει από τις διπλανές της και στους δύο άξονες. Στο ηµιλογαριθµικό χαρτί οι
γραµµές του ενός άξονα ισαπέχουν µεταξύ τους, όπως στο µιλιµετρέ, ενώ οι γραµµές
του άλλου άξονα παριστάνουν τις ϑέσεις των λογαρίθµων ισαπεχουσών ορισµάτων τους
των λογαρίθµων τους. Π.χ. οι γραµµές του ενός άξονα που παριστάνουν ισαπέχουσες
αποστάσεις µπορεί να αντιστοιχούν στις τιµές 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 κ.τ.λ. ενώ οι γραµµές
του άλλου άξονα που είναι σηµιωµένες οι τιµές 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 κ.τ.λ. παριστάνουν
τις ϑέσεις των λογαρίθµων log 0.1, log 0.2, log 0.3, log 0.4 κ.τ.λ. αντίστοιχα. ΄Ετσι είναι
ϐολική η χρήση του γιατί δε χρειάζεται να ϐρίσκουµε τους λογαρίθµους και να τους
τοποθετούµε πάνω στο διάγραµµα, αλλά τους τοποθετούµε εκεί που µας δείχνουν τα
ορίσµατα.

Μια άλλη σχέση που µπορεί να αναχθεί σε ευθεία είναι η y = Axn. Λογαριθµί-
Ϲοντας παίρνουµε log y = logA + n log x. Αν w = log y και v = log x τότε έχουµε
την ευθεία w = logA + nv και µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων προσδιορί-
Ϲουµε τα n και lnA. Τέτοιες γραφικές παραστάσεις µπορούν να γίνουν εύκολα στο
λεγόµενο λογαριθµικό χαρτί που είναι παρόµοιο µε το ηµιλογαριθµικό, µε τη διαφορά
ότι στο λογαριθµικό χαρτί και οι δύο άξονες παριστάνουν λογαρίθµους ισαπεχουσών
ορισµάτων.

Επισηµαίνουµε µια τελευταία παρατήρηση: Οι ιδιότητες των λογαρίθµων µας επι-
τρέπουν να χειριστούµε τα λογαριθµικά και ηµιλογαριθµικά διαγράµµατα έτσι ώστε
στην αρχή των λογαριθµικών αξόνων να τοποθετείται κάποια δύναµη του 10 (π.χ. 0.01,
0.1 , 1, 10, 100 κ.τ.λ.). Το µηδέν δεν µπορεί να παρασταθεί σ΄ αυτούς τους άξονες. Αν
π.χ. ξεκινήσουµε τοποθετώντας στην αρχή των αξόνων 0.1, τότε τοποθετούµε στην επό-
µενη γραµµή το 0.2, στην επόµενη το 0.3 κ.ο.κ. ΄Οπως είπαµε, αυτά ϑα παριστάνουν
τα log 0.1, log 0.2, log 0.3 κ.ο.κ. Συνεχίζοντας έτσι ϑα ϕτάσουµε στην επόµενη δύναµη
10 (στο παράδειγµά µας στο 1, που ϑα παριστάνει το log 1). Τότε η επόµενη γραµµή
ϑα παριστάνει το log 2 , η επόµενη το log 3 , η επόµενη το log 4 κ.ο.κ. µέχρι να ϕτά-
σουµε στην επόµενη δύναµη του 10 (στο παράδειγµά µας στο 10, που ϑα παριστάνει
το log 10). Η επόµενη γραµµή ϑα είναι η ϑέση του log 20, η επόµενη του log 30 κ.ο.κ.
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Κεφάλαιο 2

Μελέτη της τριβής

2.1 Εισαγωγή

Η τριβή είναι µια δύναµη γνωστή σε όλους µας από την καθηµερινή εµπειρία. ΄Αλλοτε
έχει επιθυµητά και άλλοτε ανεπιθύµητα σε µας αποτελέσµατα. Χωρίς αυτή δε ϑα µπο-
ϱούσε να κινηθεί ένα αυτοκίνητο αλλά και χωρίς αυτή δε ϑα µπορούσε να σταµατήσει.
Σίγουρα χωρίς αυτή δε ϑα µπορούσαµε να ϐαδίσουµε στο δρόµο αλλά ϑα γλιστρούσα-
µε σε κάθε µας προσπάθεια για ϐάδισµα. Από την άλλη η ύπαρξή της µας υποχρεώνει
στη χρήση λιπαντικών στις µηχανές για να την ελαττώσουµε Για να την αποφύγουµε
τελείως, είναι αδύνατο.

Η ύπαρξη της τριβής χωρίς την ταυτόχρονη συνειδητοποίηση της ύπαρξής της, οδή-
γησε τους επιστήµονες της αρχαιότητας και του µεσαίωνα στην Αριστοτέλεια ϑεώρηση
του κόσµου σε ότι αφορά την κίνηση. Πίστευαν δηλαδή ότι για να διατηρηθεί σταθε-
ϱή η ταχύτητα χρειάζεται η επιβολή δύναµης στο κινούµενο σώµα. Αργότερα, µε την
επικράτηση της Νευτώνεια ϑεώρησης, η τριβή αναγνωρίστηκε ως δύναµη εξ αιτίας της
οποίας ελαττώνεται η ταχύτητα των σωµάτων όταν σ΄ αυτά δεν ασκείται άλλη δύναµη
που να την αντισταθµίζει. (Θυµηθείτε ότι σύµφωνα µε τους νόµους του Νεύτωνα, η
ταχύτητα ενός σώµατος διατηρείται σταθερή όταν σ΄ αυτό δεν ασκούνται δυνάµεις ή
όταν η συνισταµένη των ασκούµενων δυνάµεων είναι µηδέν).

Από την πειραµατική µελέτη, σε µακροσκοπική κλίµακα, προέκυψαν ορισµένα
συµπεράσµατα για την τριβή, τα οποία συνοψίζονται στα εξής :

• Εµφανίζεται όταν δύο σώµατα ϐρίσκονται σε επαφή. ΄Οταν το υπό µελέτη σώµα
κινείται, η ϕορά της τριβής είναι αντίθετη από την ταχύτητά του. ΄Οταν είναι ακί-
νητο, είναι αντίθετη από την παράλληλη στις εφαπτόµενες επιφάνειες συνιστώσα
της δύναµης που τείνει να το κινήσει.

• Είναι ανάλογη της κάθετης δύναµης που ασκείται στο σώµα ως αποτέλεσµα της
αντίδρασης από την επαφή του µε την άλλη επιφάνεια.

• ∆εν εξαρτάται από το µέγεθος των τριβόµενων επιφανειών

• Εξαρτάται από τη ϕύση των τριβόµενων επιφανειών

Εποµένως αν Ν είναι η κάθετη δύναµη τότε η τριβή Τ είναι ανάλογη του Ν. ΄Αρα
Τ=µΝ, όπου µ ένας συντελεστής αναλογίας που ονοµάζεται συντελεστής τριβής.
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Επειδή η κάθετη δύναµη Ν δεν εξαρτάται από τη ϕύση των τριβόµενων επιφανειών,
(αλλά η τριβή Τ εξαρτάται απ΄ αυτή), ϑα πρέπει ο συντελεστής τριβής να έχει εξάρτηση
από τη ϕύση τους.

2.2 Θεωρητική προσέγγιση

Ας υποθέσουµε ότι ένα σώµα ϐάρους Β ϐρίσκεται σε οριζόντιο επίπεδο ακίνητο. Οι
δυνάµεις που ασκούνται σ΄ αυτό είναι το ϐάρος του Β και η κάθετη αντίδραση του
εδάφους Ν. Επειδή το σώµα είναι ακίνητο, η συνισταµένη των δυνάµεων ϑα είναι
µηδέν και εποµένως Ν=Β (σχ.1).

Αν ασκήσουµε µια µικρή οριζόντια δύναµη F στο σώµα ώστε να µην είναι αρκετή
να το κινήσει, τότε (επειδή και πάλι η ακινησία προέρχεται από το µηδενισµό της
συνισταµένης δύναµης) η τριβή Τ ϑα πρέπει να είναι ίση µε την ασκούµενη δύναµη F.
΄Οµως Τ=µΝ και Ν=Β, εποµένως Τ=µΒ και επειδή Τ=F, ϑα έχουµε F=µΒ (σχ.2).

Επειδή το ϐάρος Β του σώµατος είναι σταθερό, όσο αυξάνουµε τη δύναµη F τόσο
πρέπει να αυξάνει και το µ. Εποµένως όσο το σώµα είναι ακίνητο ο συντελεστής τριβής
είναι ανάλογος της οριζόντιας δύναµης που τείνει να κινήσει το σώµα. Η τριβή σ΄ αυτή
την περίπτωση ονοµάζεται στατική τριβή. Η µέγιστη τιµή του συντελεστή τριβής, που
αντιστοιχεί στην ελάχιστη τιµή της οριζόντιας δύναµης που πρέπει να ασκήσουµε στο
ακίνητο σώµα ώστε να αρχίσει να κινείται, λέγεται συντελεστής στατικής τριβής µs.

N

B

V=0
F=0

N

B

F = TΤ=µΝ

V=0
F=0/

N

B

V=0
F=0/

Τ=µ Νk F > T

Σχήµα 2.1: Χωρίς εξωτερι-
κή δύναµη

Σχήµα 2.2: Με µικρή εξω-
τερική δύναµη το σώµα δεν
κινείται

Σχήµα 2.3: Η εξωτερική
δύναµη γίνεται µεγαλύτερη
από την τριβή και το σώµα
κινείται

Είναι προφανές ότι όταν αυξάνουµε σταδιακά τη δύναµη F, κάποια στιγµή το σώ-
µα ϑα αρχίσει να κινείται και εποµένως δε ϑα χρειάζεται να προσφέρουµε επιπλέον
δύναµη για να επιτύχουµε την κίνησή του. ΄Οταν η δύναµη F γίνει τόση ώστε να τεθεί
το σώµα σε κίνηση, το σώµα ϑα αρχίσει να επιταχύνεται. Μειώνοντας τότε τη δύνα-
µη F µπορούµε να επιτύχουµε την ευθύγραµµη οµαλή κίνηση του σώµατος (δηλ. η
ταχύτητά του ϑα σταθεροποιηθεί) (σχ.3). Ο συντελεστής τριβής, για αυτή την οριακή
περίπτωση που επιτυγχάνεται σταθεροποίηση της ταχύτητας, ονοµάζεται συντελεστής
τριβής ολίσθησης µk. Αν αναλογιστεί κανείς ότι, τόσο υπό κίνηση µε σταθερή ταχύ-
τητα, όσο και υπό ακινησία (που είδαµε προηγουµένως), η συνισταµένη των δυνάµεων
είναι µηδέν, συνάγει αµέσως το ίδιο συµπέρασµα που ϐρήκαµε στην περίπτωση της
στατικής τριβής, ότι δηλ. στην οριακή περίπτωση που η ταχύτητα σταθεροποιείται
F = T = µkB. Για όσο διάστηµα το σώµα κινείται, η τριβή που ϑα του ασκείται
ονοµάζεται τριβή ολίσθησης και είναι ίση µε T = µkB αφού τόση είναι η δύναµη
που χρειάζεται για να διατηρηθεί σταθερή η ταχύτητα του σώµατος. Αν στο σώµα
ασκηθεί µεγαλύτερη δύναµη από την τριβή ολίσθησης, προφανώς το σώµα ϑα επιτα-
χυνθεί. Εποµένως η τριβή (και κατ΄ επέκταση ο συντελεστής τριβής) µεταβάλλεται µε



2.3. ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚ�Ο Μ�ΕΡΟΣ 27

0 2 4 6 8 10

 Οριζοντια ∆υναµη  F

0

2

4

6

8

10

 Σ
υν

τε
λε

στ
ης

 Τ
ρι

βη
ς 

µ 

Σχήµα 2.4: Γραφική παράσταση του συντελεστή τριβής ως συνάρτηση της εξωτερικής δύναµης

την οριζόντια δύναµη F έτσι όπως ϕαίνεται στην παραπάνω γραφική παράσταση.
Γενικά ισχύει : µs > µk

(ΠΡΟΣΟΧΗ: ΄Οταν η κίνηση δε γίνεται πάνω σε οριζόντιο επίπεδο τότε N 6= B και κατά
συνέπεια T 6= µB.)

2.3 Πειραµατικό µέρος

Στο πείραµα που ϑα κάνουµε ϑα προσπαθήσουµε να αποδείξουµε πειραµατικά τις
ιδιότητες της τριβής που αναφέρονται στην εισαγωγή και να µετρήσουµε το συντελεστή
στατικής τριβής και τριβής ολίσθησης. Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιούµε την πειρα-
µατική συσκευή που ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα 5. Η πειραµατική αυτή συσκευή
αποτελείται από ένα κεκλιµένο επίπεδο το οποίο στην άκρη του ϕέρει µοιρογνωµόνιο
που µας επιτρέπει να µετράµε την κλίση του.

Ας υποθέσουµε ότι η γωνία του κεκλιµένου επιπέδου είναι θ και ας αναλύσουµε τις
δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα σε δυο άξονες, ένα κάθετο στην κεκλιµένη επιφάνεια
(έστω yy′) και ένα οριζόντιο σ΄ αυτή (έστω xx′), όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Η αντίδραση
Ν από το κεκλιµένο επίπεδο (κάθετη δύναµη) ϑα είναι παράλληλη στον yy′ άξονα ενώ
το ϐάρος Β ϑα πρέπει να αναλυθεί σε δύο συνιστώσες, µιαBy = B cos θ κατά τον άξονα
yy′ και µια Bx = B sin θ κατά τον άξονα xx′. Επειδή στον άξονα yy′ δεν παρατηρείται
κίνηση, ϑα πρέπει η συνισταµένη των δυνάµεων κατ΄ αυτό τον άξονα να είναι µηδέν,
εποµένως N = B cos θ. Αν στον άξονα xx′ δεν παρατηρείται κίνηση, η συνισταµένη
των δυνάµεων κατ΄ αυτό τον άξονα ϑα είναι επίσης µηδέν και εποµένως η συνιστώσα
του ϐάρους κατ΄ αυτή τη διεύθυνση ϑα εξισορροπεί την τριβή Τ, η οποία ϑα έχει ϕορά
αντίθετη από τη δύναµη που τείνει να κινήσει το σώµα, δηλαδή τη συνιστώσα Bx του
ϐάρους. Εποµένως ϑα έχουµε δύο εξισώσεις για τις δυνάµεις:

N = B cos θ, για τον άξονα yy′
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Σχήµα 2.5: Η πειραµατική συσκευή. Η κλίση του κεκλιµένου επιπέδου καθορίζει το συντε-
λεστή τριβής

T = B sin θ, για τον άξονα xx′

όµως Τ=µΝ και εποµένως T = µB cos θ και αφού T = B sin θ ϑα έχοµε µB cos θ =
B sin θ. Εποµένως

µ = tan θ (2.1)

Με άλλα λόγια ο συντελεστής τριβής είναι ίσος µε την κλίση (εφαπτοµένη της γωνίας)
του κεκλιµένου επιπέδου.

Ας ξεκινήσουµε λοιπόν να µετρήσουµε, κατ΄ αρχήν, το συντελεστή στατικής τριβής
ανάµεσα σε κάποιο από τα σώµατα που έχουµε στη διάθεσή µας και στην ξύλινη
επιφάνεια του κεκλιµένου επιπέδου, ϐασιζόµενοι στην παραπάνω τεχνική. ΄Εχουµε
στη διάθεσή µας πλακίδια από σίδηρο, αλουµίνιο και ξύλο. Θα οριζοντιώσουµε το
’κεκλιµένο’ επίπεδο και ϑα τοποθετήσουµε πάνω σ΄ αυτό το σιδερένιο πλακίδιο. Θα
αρχίσουµε σιγά σιγά να αυξάνουµε την κλίση του επιπέδου µέχρι το σώµα να τεθεί σε
κίνηση. Η κλίση του κεκλιµένου επιπέδου (δηλ. η εφαπτοµένη της γωνίας κλίσης)
για την οποία το σώµα ϑα αρχίσει να κινείται ϑα είναι ίση µε το συντελεστή στατικής
τριβής µs.(Γιατί;) Κάντε αυτή τη διαδικασία 10 ϕορές και υπολογίστε το µέσο όρο και
την τυπική απόκλιση των µετρήσεών σας για το µs. Βρείτε ποιος είναι ο συντελεστής
στατικής τριβής και το σφάλµα της µέτρησης.

Κάντε την ίδια διαδικασία µε το σώµα από αλουµίνιο και µε το σώµα από ξύλο. Τι
συµπέρασµα ϐγάζετε για την εξάρτηση του συντελεστή στατικής τριβής από τη ϕύση
των τριβόµενων επιφανειών ;

Αυξήστε το ϐάρος του σιδερένιου πλακιδίου, κολλώντας πάνω του µε σελοτέιπ κά-
ποια από τα υπόλοιπα σώµατα και µετρήστε ξανά το συντελεστή στατικής τριβής. Τι
συµπέρασµα ϐγάζετε για την εξάρτηση του συντελεστή στατικής τριβής από τη µάζα
των τριβόµενων σωµάτων ;
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Ανάµεσα στα πλακίδια που σας δίνονται υπάρχει και ένα ξύλινο πλακίδιο µε δι-
πλάσια επιφάνεια από το πρώτο. Κάνοντας την ίδια δουλειά, µετρήστε το συντελεστή
τριβής γι αυτό το πλακίδιο και υπολογίστε το σφάλµα της µέτρησης. Τι συµπέρασµα
ϐγάζετε για την εξάρτηση του συντελεστή τριβής από την επιφάνεια των τριβόµενων
επιφανειών ;

Προσαρµόστε στην επιφάνεια του κεκλιµένου επιπέδου µια σελίδα χαρτί. Μετρή-
στε το συντελεστή στατικής τριβής ανάµεσα στο χαρτί και το σιδερένιο πλακίδιο. Κάντε
τα ίδια ϐήµατα που κάνατε και προηγουµένως. Είναι αναµενόµενη η τιµή του συγ-
κρινόµενη µε την τιµή που ϐρήκατε προηγουµένως για το συντελεστή στατικής τριβής
ανάµεσα στις δύο ξύλινες επιφάνειες ;

Σε κάθε οµάδα µετρήσεων, χρησιµοποιήστε το κριτήριο Chauvenet για να απορ-
ϱίψετε τυχούσες ακραίες µετρήσεις.

Υπενθυµίζουµε ότι η µεταφορά σφαλµάτων από τη µέτρηση της γωνίας, στη µέτρη-
ση της εφαπτοµένης της γωνίας συνδέεται µε τη σχέση

δµ = δ(tan θ) =
1

cos2 θ
π

180o
δθ (2.2)

όπου η γωνία θ µετριέται σε µοίρες.
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Κεφάλαιο 3

Μελέτη της ελεύθερης πτώσης

3.1 Εισαγωγή

Μέχρι την εποχή που διατυπώθηκε ο νόµος της παγκόσµιας έλξης, ο κόσµος πίστευε
ότι τα σώµατα έλκονται από τη γη µε δύναµη ανάλογη της µάζας τους. Σ΄ αυτό το
συµπέρασµα τους οδηγούσαν τα ϕαινόµενα της καθηµερινότητας, αφού ένα ϕτερό
έπεφτε πολύ πιο αργά απ΄ ότι ένα κοµµάτι σίδερο και δεν είχαν ακόµα κατανοήσει
ότι η αντίσταση του αέρα είναι εκείνη που δηµιουργεί αυτή τη διαφορά στο χρόνο
πτώσης µεταξύ των ελαφρότερων από τα ϐαρύτερα σώµατα. ∆εν είχαν επίσης και
δυνατότητα µέτρησης του χρόνου µε κάποια ακρίβεια µεγαλύτερη του δευτερόλεπτου
και αυτό δυσχέραινε τις µετρήσεις χρόνου που χρειαζόταν γι΄ αυτά τα πειράµατα. Η
πειραµατική επαλήθευση ότι τα σώµατα που πέφτουν στη γη από το ίδιο ύψος, ϕτάνουν
στην γη στον ίδιο χρόνο ανεξάρτητα από τη µάζα τους, ήρθε όταν το πείραµα της πτώσης
δύο σωµάτων µε διαφορετική µάζα έγινε στο κενό. Μέσα σε ένα γυάλινο σωλήνα
τοποθετήθηκαν σώµατα διαφορετικής µάζας (π.χ. ένα πούπουλο και µια σιδερένια
µπάλα) και στη συνέχεια αφαιρέθηκε ο αέρας που υπήρχε µέσα στο σωλήνα µε µια
αντλία κενού. Αναποδογυρίζοντας το σωλήνα, τα δυο σώµατα έφταναν στο άλλο άκρο
του σωλήνα στον ίδιο χρόνο.

Σύµφωνα µε το νόµο της παγκόσµιας έλξης η δύναµη F µε την οποία έλκονται δύο
σώµατα µε µάζες m1 και m2 που ϐρίσκονται σε µια απόσταση r µεταξύ τους, είναι ίση
µε

F = G
m1m2

r2
(3.1)

όπουG η σταθερά παγκόσµιας έλξης της οποίας η τιµή είναιG = 6.673×10−11Ntm2/kg2.
Αν λοιπόν, m είναι η µάζα ενός σώµατος, M είναι η µάζα της γης και R η απόσταση
του σώµατος από το κέντρο της γης, τότε, σύµφωνα µε το νόµο της παγκόσµιας έλξης,
το ϐάρος Β του σώµατος αυτού (δηλ. η δύναµη µε την οποία το έλκει η γη), ϑα είναι

B = G
mM

R2
(3.2)

΄Οµως σύµφωνα µε τον τρίτο νόµο του Νεύτωνα η δύναµη που ασκείται σ΄ ένα σώµα εί-
ναι ίση µε τη µάζα του σώµατος επί την επιτάχυνση που του προσδίδει. ∆ηλ. F = ma,
όπου a η επιτάχυνση του σώµατος. Εποµένως αν συνδυάσουµε τις τελευταίες αυτές
σχέσεις προκύπτει ότι a = GM

R2 . Επειδή, για µετρήσεις που γίνονται σε ύψος κον-
τά στην επιφάνεια της γης, η απόσταση R του σώµατος από το κέντρο της γης δεν

31
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µεταβάλλεται ιδιαίτερα, µπορεί να ϑεωρηθεί ίση µε την ακτίνα RΓ της γης. ΄Ετσι η επι-
τάχυνση a είναι σταθερή για µετρήσεις κοντά στην επιφάνεια της γης και, (αν κάνουµε
τις πράξεις), η τιµή της (µε µικρές αποκλίσεις ανάλογα µε το γεωµετρικό πλάτος και το
υψόµετρο στο οποίο ϐρισκόµαστε) ϐγαίνει να είναι ίση µε 9.81m/sec2. Συµβολίζουµε
τη σταθερή αυτή ποσότητα g και την ονοµάζουµε επιτάχυνση της ϐαρύτητας.

3.2 Ελεύθερη πτώση

Με τον όρο ελεύθερη πτώση εννοούµε την πτώση σωµάτων στα οποία µοναδική δύναµη
που δρα πάνω τους είναι η ϐαρύτητα. Ο όρος ελεύθερη πτώση εισήχθη για πρώτη ϕορά
από το Γαλιλαίο, ο οποίος στην προσπάθειά του να αποδείξει ότι στην ελεύθερη πτώση
ο χρόνος πτώσης είναι ανεξάρτητος από τη µάζα των σωµάτων που πέφτουν, έκανε
πειράµατα, ϱίχνοντας σώµατα διαφορετικής µάζας από τον πύργο της Πίζας και τα
είδε να ϕτάνουν στη γη στον ίδιο χρόνο.(Αυτό τουλάχιστον λέει ο ϑρύλος).

΄Οπως είδαµε στην εισαγωγή, όταν η πτώση γίνεται µέσα σε µικρό ύψος συγκρινό-
µενο µε την ακτίνα της γης, η επιτάχυνση της ϐαρύτητας µπορεί να ϑεωρηθεί σταθερή
και ίση µε την τιµή g = 9.81m/sec2. Γνωρίζουµε από το γυµνάσιο ότι υπό αυτές
τις συνθήκες (ελεύθερη πτώση στο σταθερό πεδίο ϐαρύτητας της γης) ισχύουν οι εξής
σχέσεις για την ταχύτητα και το διανυθέν διάστηµα.

y(t) = U0t+
1
2
gt2 και U(t) = U0 + gt (3.3)

όπου y(t) είναι η διανυθείσα απόσταση κατά την πτώση και U(t) η ταχύτητα του
σώµατος τη χρονική στιγµή t. U0 είναι η αρχική ταχύτητα του σώµατος (δηλ. η
ταχύτητα τη χρονική στιγµή t = 0).

Με το πείραµα που ϑα ακολουθήσει ϑα προσπαθήσουµε να αποδείξουµε πειραµα-
τικά την ισχύ αυτών των δύο σχέσεων και να µετρήσουµε τη τιµή της επιτάχυνσης της
ϐαρύτητας. Οι άµεσες µετρήσεις, που ϑα κάνουµε στο πείραµά µας, σχετίζονται µε
το χρόνο που ϑα κάνει ένα σώµα να εκτελέσει µια ελεύθερη πτώση. Ας υποθέσουµε
λοιπόν ότι έχουµε µια σειρά από µετρήσεις yi, ti, i = 0, 2, ..., N όπου ti ο χρόνος που
µετρήσαµε ότι χρειάζεται ένα σώµα για να διανύσει απόσταση yi, κατά την ελεύθερη
πτώση του χωρίς αρχική ταχύτητα και Ν ο αριθµός των µετρήσεών µας. Προφανώς η
µέτρηση y0 = 0 για t0 = 0 προσδιορίζει το αυτονόητο, ότι στο χρόνο t0 = 0 το σώµα
δεν έχει κινηθεί καθόλου και εποµένως y0 = 0.

3.3 Το πείραµα

΄Οπως είπαµε, το πείραµα συνίσταται στη µέτρηση του χρόνου που απαιτείται για να
πέσει ένα σώµα (εν προκειµένω µια µεταλλική σφαίρα) από ένα καθορισµένο ύψος.
Για το λόγο αυτό χρησιµοποιούµε ένα χρονόµετρο ακριβείας που µπορεί να µετρήσει
χρόνο µε ακρίβεια χιλιοστού του δευτερολέπτου. Το χρονόµετρο έχει δύο διακόπτες.
Ο πρώτος διακόπτης έρχεται σε επαφή µε τη σφαίρα, στο καθορισµένο ύψος από το
οποίο προτίθεστε να αφήσετε τη σφαίρα να πέσει, για να µετρήσετε το χρόνο πτώσης
και ενεργοποιεί το χρονόµετρο όταν η σφαίρα αρχίσει να πέφτει Ο χρόνος αρχίζει
να µετράει ακριβώς τη στιγµή που ϑα αφήσετε τη σιδερένια µπάλα να πέσει από το
καθορισµένο ύψος που εσείς έχετε επιλέξει.
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Ο δεύτερος διακόπτης ϐρίσκεται πάνω στην επιφάνεια που πρόκειται να πέσει η
µεταλλική σφαίρα και σταµατάει τη µέτρηση του χρόνου ακριβώς τη στιγµή που η
σφαίρα έρχεται σε επαφή µε την επιφάνεια αυτή. Μετρώντας εποµένως, το χρόνο που
απαιτείται για να πέσει το σώµα από ένα καθορισµένο ύψος (το οποίο µετράµε) στη
συγκεκριµένη επιφάνεια, µπορούµε να ϕτιάξουµε τη σειρά µετρήσεων για τα διανυ-
ϑέντα διαστήµατα και τους αντίστοιχους χρόνους που χρειάστηκε για να διανυθούν.

Για το σκοπό αυτό κάντε τις ακόλουθες µετρήσεις.

1. Για ύψη 5, 10, 15, 20, ..., 100 cm πάνω από την επιφάνεια - διακόπτη του
χρονοµέτρου αφήστε 5 ϕορές τη µεταλλική µπάλα να πέσει και µετρήστε τους
αντίστοιχους χρόνους πτώσης. Κάντε στατιστική επεξεργασία των µετρήσεών σας
και ϐρείτε τη µέση τιµή του χρόνου πτώσης από τις 5 µετρήσεις που ϑα έχετε
κάνει για καθένα από τα διαδοχικά ύψη των 5, 10, 15, 20, ..., 100 cm. Βρείτε
το σφάλµα της µέσης τιµής

2. Φτιάξτε ένα πίνακα τρεις στήλες. Οι δυο πρώτες ϑα περιέχουν τα Ϲευγάρια των
µετρήσεων (t, y(t)) και η τρίτη την ποσότητα

g =
2y
t2

(3.4)

Αν ϑεωρήσουµε ότι η πτώση προσεγγίζει πολύ καλά την ελεύθερη πτώση χωρίς
αρχική ταχύτητα, τότε η επιτάχυνση για τις χρονικές στιγµές που ϑα περιγρά-
ϕονται στον πίνακα, ϑα είναι αυτή που ϑα περιέχεται στην τρίτη στήλη και ϑα
πρέπει να προσεγγίζει πολύ καλά την επιτάχυνση της ϐαρύτητας g. Από τη µέση
τιµή των τιµών που ϑα ϐρείτε για τις επιταχύνσεις, ϐρείτε την επιτάχυνση της
ϐαρύτητας. Προσδιορίστε το σφάλµα της µέτρησης από την τυπική απόκλιση
της µέσης τιµής και από τα αρχικά σφάλµατα των µετρήσεων.και προσδιορίστε
το σφάλµα κάθε µέτρησης.

3. Τοποθετήστε σε µιλιµετρέ χαρτί (ή µε κάποιο πρόγραµµα γραφικών σε υπο-
λογιστή) τις τιµές του ύψους πτώσης (διανυθέντος διαστήµατος) y ως προς το
τετράγωνο του χρόνου πτώσης t2. ∆είτε αν η γραφική παράσταση y(t2) µπορεί
να προσεγγιστεί µε ευθεία. Αν η πτώση ήταν πραγµατικά ελεύθερη (δηλ. αν
δεν υπήρχαν οι αντιστάσεις του αέρα, που αν και µικρές δεν παύουν να υπάρ-
χουν), το ύψος πτώσης ϑα ήταν y = 1

2gt
2. Εποµένως η ευθεία y = y(t2) ϑα

έχει κλίση 1
2g. Με χρήση της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων ϐρείτε την κλίση

της ϐέλτιστης αυτής ευθείας που προσαρµόζεται στα πειραµατικά δεδοµένα και
µέσω αυτής προσδιορίστε την επιτάχυνση της ϐαρύτητας g.

4. Αν υποθέσουµε ότι υπάρχει µια µικρή αρχική ταχύτητα στις µετρήσεις σας τότε
το διανυθέν διάστηµα ϑα δίνεται από τη σχέση 3. ∆ιαιρώντας µε t παίρνουµε

y(t)
t

= U0 +
1
2
gt (3.5)

΄Οπως ϐλέπουµε η σχέση αυτή είναι µια ευθεία µε κλίση 1/2g και σταθερά U0, η
οποία µπορεί να προσδιοριστεί µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. Τοπο-
ϑετήστε σε µιλιµετρέ χαρτί (ή µε κάποιο πρόγραµµα γραφικών σε υπολογιστή)
τα πειραµατικά σηµεία (t, y/t) και τη ϐέλτιστη ευθεία που προκύπτει από τη
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µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. Βρείτε µ΄ αυτό τον τρόπο την τιµή της επιτά-
χυνσης της ϐαρύτητας. (Για δική σας διευκόλυνση, προσθέστε µια ακόµα στήλη
στον πίνακα που ϕτιάξατε και ϐάλτε σ΄ αυτή το πηλίκο y/t.)

5. Στη συνέχεια ϑεωρήστε ότι η πτώση δεν είναι ακριβώς ελεύθερη πτώση αλλά οι
επιταχύνσεις που ϐρίσκουµε από τη σχέση g = 2y/t2 έχουν και µια γραµµι-
κή εξάρτηση απ΄ το χρόνο.(∆ηλ. 2y/t2 = g + λt όπου λ µια παράµετρος που
συνδέεται µε την αντίσταση του αέρα. Τοποθετήστε σε µιλιµετρέ χαρτί (ή µε
κάποιο πρόγραµµα γραφικών σε υπολογιστή) τις τιµές της επιτάχυνσης ως συ-
νάρτηση του χρόνου, που ϐρήκατε. Χρησιµοποιήστε τη µέθοδο των ελαχίστων
τετραγώνων, προσαρµόζοντας τη ϐέλτιστη ευθεία a(t) = g + λt στα πειραµατικά
δεδοµένα και προσδιορίστε έτσι την τιµή του g. Συµφωνεί το αποτέλεσµα που
ϐρήκατε τώρα, µε το προηγούµενο στο οποίο ϑεωρήσατε την πτώση ελεύθερη,
µέσα στα όρια σφάλµατος ;
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Κεφάλαιο 4

Μέτρηση ειδικής ϑερµότητας
υλικών

Σκοπός

Σκοπός αυτής της εργαστηριακής άσκησης είναι ο προσδιορισµός της ϑερµοχωρητικό-
τητας του ϑερµιδοµέτρου και της ειδικής ϑερµότητας διαφόρων υλικών µε τη µέθοδο
των µιγµάτων.

4.1 Θεωρητικό µέρος

Η ύπαρξη της ϑερµοκρασίας και η µέτρησή της εξαρτάται από την ισχύ µιας γενίκευσης
που ονοµάζεται Μηδενικός νόµος της Θερµοδυναµικής. Σύµφωνα µε αυτόν τον
νόµο εάν ένα σύστηµα Α ϐρίσκεται σε ϑερµική ισορροπία µε ένα σύστηµα Β (µε την
έννοια ότι δεν συµβαίνει καµία αλλαγή όταν ϐρίσκονται σε ϑερµική επαφή) και εάν το Β
ϐρίσκεται σε ϑερµική ισορροπία µε τοC, τότε τοC ϐρίσκεται επίσης σε ϑερµική ισορροπία
µε το Α, ανεξάρτητα από την σύσταση των συστηµάτων. Ο Μηδενικός νόµος συνεπάγεται
την ύπαρξη µιας ιδιότητας που είναι ανεξάρτητη από τη σύσταση του συστήµατος και
υπογραµµίζει την ύπαρξη µιας προϋπόθεσης για ϑερµική ισορροπία. Την ιδιότητα
αυτή ονοµάζουµε ϑερµοκρασία του συστήµατος.

Τρόποι διάδοσης της ϑερµότητας (αναφορικά):

1. Με αγωγή

2. Με µεταφορά ή µε ϱεύµατα

3. Με µεταβίβαση

4. Με ακτινοβολία

Είναι προφανές ότι η ποσότητα της ϑερµότητας που πρέπει να προσδώσουµε σε
ένα υλικό ορισµένης µάζας για να αυξήσουµε τη ϑερµοκρασία του κατά ορισµένους
ϐαθµούς εξαρτάται από το υλικό. Για παράδειγµα, η ϑερµότητα που πρέπει να προσ-
δώσουµε σε 1Kg νερού για να αυξήσουµε τη ϑερµοκρασία του κατά 1oC είναι 4186J ,
ενώ για να αυξήσουµε κατά 1oC τη ϑερµοκρασία 1Kg χαλκού πρέπει να του προσδώ-
σουµε µόνο 387J .

35
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Υλικό Ειδική ϑερµότητα c Θερµοχωρητικότητα
ανά mole

J/(KgroC) cal/(groC) J/(moleoC)
Στερεά
Αλουµίνιο 900 0.215 24.3
Βηρύλιο 1830 0.436 16.5
Κάδµιο 230 0.055 25.9
Χαλκός 387 0.0924 24.5
Γερµάνιο 322 0.077 23.4
Χρυσός 129 0.0308 25.4
Σίδηρος 448 0.107 25.0
Μόλυβδος 128 0.0305 26.4
Πυρίτιο 703 0.168 19.8
΄Αργυρος 234 0.056 25.4

Ορείχαλκος 380 0.092

Ξύλο 1700 0.41
΄Υαλος 837 0.200
Πάγος (−5oC) 2090 0.50
Μάρµαρο 860 0.21

Υγρά
Αιθυλική αλκοόλη 2400 0.58
Υδράργυρος 140 0.033
΄Υδωρ (15oC) 4186 1.00

Πίνακας 4.1: Ειδικές ϑερµότητες υλικών στους 25oC και ατµοσφαιρική πίεση 1atm

Ορίζουµε ως ϑερµοχωρητικότητα C, ενός αντικειµένου ορισµένης µάζας τη ϑερ-
µότητα (ϑερµική ενέργεια) εκείνη που πρέπει να προσδώσουµε σε αυτό ώστε να αυξή-
σουµε τη ϑερµοκρασία του κατά έναν ϐαθµό Κελσίου.

Βλέπουµε λοιπόν ότι, όταν προσδώσουµε Q µονάδες ϑερµότητας σε ένα αντικείµε-
νο, αυξάνουµε την ϑερµοκρασία του κατά ∆T , τότε

Q = C∆T (4.1)

Είναι όµως προφανές ότι η ϑερµοχωρητικότητα ενός αντικειµένου είναι ανάλογη
προς τη µάζα του. Για τον λόγο αυτό ορίζουµε τη ϑερµοχωρητικότητα ανά µονάδα
µάζας ενός υλικού και η ποσότητα αυτή ονοµάζεται ειδική ϑερµότητα ή ειδική ϑερµο-
χωρητικότητα, c:

c =
C

m
(4.2)

Στον Πίνακα 1 αναγράφονται οι τιµές της ειδικής ϑερµότητας διαφόρων υλικών σε
συνήθη ϑερµοκρασία δωµατίου και ατµοσφαιρική πίεση.

Τώρα λοιπόν µπορούµε να εκφράσουµε την ϑερµική ενέργεια Q που προσδόθηκε
σε ένα σώµα µάζας m και ειδικής ϑερµότητας c από το περιβάλλον και του µετέβαλε
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την ϑερµοκρασία κατά ∆T = Tf − Ti ως:

Q = mc∆T (4.3)

Για παράδειγµα, η ϑερµική ενέργεια που πρέπει να προσδώσουµε για να αυξηθεί η
ϑερµοκρασία 0.5Kg νερού κατά 3oC ισούται µε (0.5Kg)× (4186J/(kgoC))× (3oC) =
6280J . Πρέπει να τονιστεί ότι όταν παρέχουµε ϑερµότητα στο υλικό, η Q και η ∆T
είναι ϑετικές και εποµένως η ϑερµοκρασία αυξάνεται. ΄Οταν όµως παίρνουµε, δηλαδή
αφαιρούµε, ϑερµότητα από ένα σώµα, η Q και η ∆T είναι αρνητικές και εποµένως η
ϑερµοκρασία ελαττώνεται.

Χρήσιµη ποσότητα είναι και η ϑερµοχωρητικότητα ανα µολ (c/mole) ενός υλικού.
΄Ετσι, εάν το υλικό αποτελείται από n mole (γραµµοµόρια), η ϑερµοχωρητικότητά του
ανά mole είναι c/n. Κατά ανάλογο τρόπο µπορούµε να ορίσουµε την ϑερµοχωρητικό-
τητα ανά γραµµοάτοµο (c/gr − at).

Πρέπει να ϑυµόµαστε ότι η ϑερµοχωρητικότητα πολλών υλικών µεταβάλλεται λίγο
συναρτήσει της ϑερµοκρασίας. Εάν όµως οι διαφορές ϑερµοκρασιών (∆T ) δεν είναι
πολύ µεγάλες, µπορούµε να αγνοήσουµε τη µεταβολή αυτή και να ϑεωρήσουµε ότι η
ϑερµοχωρητικότητα είναι σταθερή. Λόγου χάρη, η ειδική ϑερµότητα του νερού µετα-
ϐάλλεται µόνο κατά 1% ανάµεσα στους 0oC και 100oC. Θα αγνοήσουµε τις µεταβολές
αυτές γενικά, εκτός εάν αναφέρουµε σαφώς το αντίθετο.

΄Οταν µετρούµε ειδικές ϑερµότητες, οι τιµές που ϐρίσκουµε εξαρτώνται από την
πίεση και τον όγκο. Γενικά, τα αποτελέσµατα είναι διαφορετικά όταν κάνουµε τις
µετρήσεις υπό σταθερή πίεση (cp) από αυτές που κάνουµε µε σταθερό όγκο (cv). Για
τα στερεά και τα υγρά η διαφορά είναι το πολύ µερικά εκατοστηµόρια και έτσι συνήθως
την αγνοούµε. Αντίθετα οι ειδικές ϑερµότητες των αερίων είναι αρκετά διαφορετικές
κάτω από σταθερή πίεση εν συγκρίσει µε αυτές που είναι παρµένες µε σταθερό όγκο.

Αξίζει τον κόπο να αναφέρουµε ότι το νερό έχει την υψηλότερη ειδική ϑερµότητα
από τα περισσότερα υλικά που υπάρχουν στη Γη. Σε µεγάλο ϐαθµό, οι ήπιες ϑερµο-
κρασίες πολλών περιοχών που ϐρίσκονται κοντά σε µεγάλα σώµατα νερού οφείλονται
στο γεγονός αυτό. Ακόµα για αυτό το λόγο το χειµώνα το νερό χρησιµοποιείται ως
υλικό ϑέρµανσης (αποθήκευσης ϑερµικής ενέργειας) στα καλοριφέρ.

Μετρήσεις ειδικής ϑερµότητας - ϑερµιδοµετρία

Μια διαδεδοµένη µέθοδος µέτρησης ειδικής ϑερµότητας στερεών και υγρών είναι η
ϑερµιδοµετρική. Κατά τη µέθοδο αυτή, πρώτα ϑερµαίνουµε το υλικό (του οποίου ϑέ-
λουµε να µετρήσουµε την ειδική ϑερµότητα) σε µια γνωστή ϑερµοκρασία και κατόπιν
το ϐάζουµε σε ένα δοχείο που είναι γεµάτο µε νερό γνωστής µάζας και ϑερµοκρασίας
(µπορεί να γίνει και το αντίστροφο ανάλογα µε την πειραµατική διάταξη που διαθέ-
τουµε). Αφού το νέο πια σύστηµα ισορροπήσει ϑερµικά, µετρούµε τη ϑερµοκρασία
του νερού. Στην όλη διαδικασία κάνουµε αµελητέο έργο (πχ. το ϐύθισµα του υλικού
στο νερό), εποµένως ο νόµος διατήρησης της ενέργειας ορίζει ότι η ϑερµότητα που
µεταφέρεται από το υλικό (του οποίου την ειδική ϑερµότητα µετρούµε) απορροφάται
από το νερό. Η συσκευή αυτή ονοµάζεται ϑερµιδόµετρο.

Ας υποθέσουµε ότι το υλικό του οποίου την ειδική ϑερµότητα ϑέλουµε να µετρή-
σουµε έχει µάζα mx, ειδική ϑερµότητα cx και ότι η αρχική του ϑερµοκρασία ήταν
Tx. Παροµοίως, και mw , cw και Tw είναι τα αντίστοιχα µεγέθη του νερού. Εάν η
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Σχήµα 4.1: Απλουστευµένο σχηµατικό διάγραµµα διαδικασίας όπου έχει ϑερµανθεί το σώµα
του οποίου Ϲητάµε να ϐρούµε την ειδική ϑερµότητα: Σε δοχείοDewar που περιέχει 50gr νερού
σε ϑερµοκρασία δωµατίου προστίθεται ένα πλακίδιο σιδήρου 50gr και ϑερµοκρασίας 100oC.
΄Οταν το σύστηµα έρθει σε ϑερµική ισορροπία µετρείται η καινούρια ϑερµοκρασία (∆T ).

τελική ϑερµοκρασία, αφού το νέο σύστηµα έχει ισορροπήσει ϑερµικά, είναι T , τό-
τε εφαρµόζουµε την Q = mc∆T και ϐρίσκουµε ότι το νερό «κέρδισε»θερµότητα ίση
µε mwcw(T − Tw) και ότι το υλικό «έχασε»θερµότητα ίση µε −mxcx(T − Tx). Εάν
υποθέσουµε ότι το σύστηµα νερού - υλικού είναι µονωµένο (δεν χάνει ούτε κερδί-
Ϲει ϑερµότητα από το περιβάλλον), µπορούµε να γράψουµε τον νόµο διατήρησης της
ενέργειας εξισώνοντας το κέρδος ενέργειας του νερού µε την απώλεια ενέργειας του
υλικού:

mwcw(T − Tw) = −mxcx(T − Tx) (4.4)

Λύνουµε ως προς cx και έχουµε:

cx =
mwcw(T − Tw)
mx(Tx − T )

(4.5)

Σε µετρήσεις µεγάλης ακριβείας πρέπει να λάβουµε υπόψη στους υπολογισµούς µας
και το δοχείο διότι και αυτό απορροφά ϑερµότητα. Πρέπει λοιπόν να γνωρίζουµε τη
µάζα του και την ειδική ϑερµότητα του. Εάν όµως η µάζα του νερού είναι πολύ µε-
γαλύτερη από τη µάζα του δοχείου, συνήθως µπορούµε να αγνοήσουµε τη ϑερµότητα
που απορροφήθηκε από το δοχείο. Τέλος, πρέπει να είµαστε προσεκτικοί και να µη
ϑερµαίνουµε τον γύρο από το ϑερµιδόµετρο χώρο. ΄Ετσι αν λάβουµε υπόψη και το
ϑερµιδόµετρο στους υπολογισµούς µας ακολουθεί η πιο ολοκληρωµένη έκφραση των
προηγούµενων τύπων η οποία είναι γνωστή ως µέθοδος των µιγµάτων.

Μέθοδος των µιγµάτων

Θεωρήστε ένα ϑερµιδόµετρο που περιέχει µια ποσότητα νερού. ΄ΕστωK η ϑερµοχωρη-
τικότητα του ϑερµιδόµετρου,m1, c1 η µάζα και η ειδική ϑερµότητα του νερού και T1 η
κοινή ϑερµοκρασία ϑερµιδόµετρου-περιεχοµένου νερού. ΄Εστω επίσης m2, c2 και T2,
η µάζα, η ειδική ϑερµότητα και η ϑερµοκρασία αντίστοιχα του σώµατος (υγρό ή στε-
ϱεό) του οποίου Ϲητάµε την ειδική ϑερµότητα. ΄Οταν το σώµα τεθεί στο ϑερµιδόµετρο,
το σύστηµα αποκτά τελικά ϑερµοκρασία ισορροπίας Tτ . Αν ϑεωρήσουµε αµελητέες τις
ενεργειακές απώλειες, η διατήρηση της ενέργειας εκφράζεται µε την ισότητα:

m2c2(T2 − Tτ ) = K(Tτ − T1) +m1c1(Tτ − T1) = (K +m1c1)(Tτ − T1) (4.6)
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c2 =
(K +m1c1)(Tτ − T1)

m2(T2 − Tτ )
(4.7)

Νόµος των Dulong-Petit:

Ο νόµος αυτός ισχύει για τα στερεά και αναφέρει ότι σε συνήθεις και υψηλές ϑερµο-
κρασίες, η ατοµική ϑερµότητα των στερεών στοιχείων έχει την ίδια κατά προσέγγιση
τιµή, η οποία είναι 5.96cal/(gr − atoC) = 5.96kcal/(kmoleoC).

4.2 Πειραµατικό µέρος

4.2.1 Πείραµα 1: Εύρεση ϑερµοχωρητικότητας ϑερµιδοµέτρου

Σ΄ αυτή τη ϕάση υπολογίζουµε την ϑερµοχωρητικότητα του ϑερµιδόµετρου. Η διατιθέ-
µενη συσκευή αποτελείται από ϑερµιδόµετρο εσωτερικού και εξωτερικού δοχείου και
ϑερµική αντίσταση 0.5− 1W που προσαρµόζεται στο πώµα του ϑερµιδόµετρου (υπάρ-
χει από τη συσκευή η δυνατότητα ϑέρµανσης των υλικών), ακροδέκτες, αναδευτήρα,
χρονόµετρο χειρός, ϑερµόµετρο προσαρµοζόµενο στο πώµα, ϐολτόµετρο/αµπερόµε-
τρο και καλώδια.

Στάδια εργασίας:

Α΄ τρόπος:

1. Τοποθετήστε στο στεγνό ϑερµιδόµετρο, ποσότητα απιονισµένου νερού m1 =
(40 − 60gr) και ϑερµάνετε το σύστηµα, µε την αντίσταση, έως το ϑερµόµετρο
ϕτάσει τους 60oC περίπου. Παράλληλα αναδεύετε.

2. Σταµατήστε την ϑέρµανση, αναδέψτε για περίπου 1 λεπτό και κατόπιν κατα-
γράψτε την ϑερµοκρασία ισορροπίας T1.

3. Ζυγίστε νερό µάζαςm2 = 30−40gr, µετρήστε την ϑερµοκρασία T2 και προσθέστε
το στο ϑερµιδόµετρο.

4. Αναδέψτε το νερό στο ϑερµιδόµετρο για 3 περίπου λεπτά και τότε σηµειώστε
την ϑερµοκρασία του συστήµατος Tτ . Κατά τη διάρκεια της εργασίας αυτής να
παρακολουθείτε το ϱυθµό καθόδου της ϑερµοκρασίας ώστε να είστε σίγουροι για
την προσέγγιση της ϑερµικής ισορροπίας.

5. Υπολογίστε την ϑερµοχωρητικότητα K του ϑερµιδόµετρου µε τη χρήση του πα-
ϱακάτω τύπου:

(K +m1cw)(T1 − TT ) = m2cw(TT − T2) (4.8)

∆ίνεται cw = 1cal/(groC)

Β΄ τρόπος:

1. Τοποθετήστε στο στεγνό ϑερµιδόµετρο ποσότητα απιονισµένου νερού µάζας ίσης
µε την συνολική ποσότητα του νερού που χρησιµοποιήθηκε στον τρόπο 1 (mw =
70 − 100gr). Αφήστε το σύστηµα να ισορροπήσει ϑερµικά περίπου 1 λεπτό και
καταγράψτε την ϑερµοκρασία T1.
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2. Ξεκινήστε την ϑέρµανση του συστήµατος και ϑερµάνετε για 10 λεπτά περίπου
(∆tR = 600sec), ενώ κάθε λεπτό καταγράφετε την ϑερµοκρασία του συστήµατος.
Παράλληλα αναδεύετε. Σταµατήστε την ϑέρµανση, συνεχίστε την ανάδευση του
συστήµατος για 1 λεπτό περίπου και καταγράψτε την ϑερµοκρασία TT .

3. Θεωρώντας ότι όλη η ϑερµική ενέργεια της αντίστασης µεταφέρθηκε στο νερό και
στο ϑερµιδόµετρο, υπολογίστε από τον παρακάτω τύπο την ϑερµοχωρητικότητα
του ϑερµιδοµέτρου:

(K +mwcw)(TT − T1) = I2R∆tR =
V 2

R
∆tR = IV∆tR (4.9)

Τα I,R, V ϑα υπολογιστούν από το ϐολτόµετρο/αµπερόµετρο που διαθέτει η
πειραµατική διάταξη.

∆ίνεται cw = 1cal/(groC)
1KWh = 3.6× 106Joule = 8.601× 105cal

4.2.2 Πείραµα 2: Εύρεση ειδικής ϑερµότητας στερεών

Σε αυτή τη ϕάση στόχος του πειράµατος είναι ο προσδιορισµός της ειδικής ϑερµότητας
υλικού σώµατος (είτε είναι σε στερεή είτε σε υγρή µορφή). Η ποσότητα του νερού
που ϑα τοποθετηθεί στο ϑερµιδόµετρο πρέπει να σχετίζεται µε τον όγκο του στερεού
σώµατος που ϑα ϱίξουµε στη συνέχεια στο ϑερµιδόµετρο, έτσι ώστε το νερό να ϕτάσει
στο ίδιο ύψος µέσα σ΄ αυτό. Το τελευταίο απαιτείται για να εξασφαλισθεί το ότι στο
δεύτερο πείραµα ϑα λάβει µέρος το ίδιο τµήµα του ϑερµιδόµετρου και άρα η ήδη
προσδιορισµένη στο πρώτο πείραµα ϑερµοχωρητικότητα, µπορεί να χρησιµοποιηθεί
και στο δεύτερο.

Στάδια εργασίας:

Α΄ τρόπος:

1. Τοποθετήστε στο στεγνό ϑερµιδόµετρο, ποσότητα απιονισµένου νερού m1 =
(70 − 90gr) και ϑερµάνετε το σύστηµα, µε την αντίσταση, έως το ϑερµόµετρο
ϕτάσει τους 60oC περίπου. Παράλληλα αναδεύετε.

2. Σταµατήστε την ϑέρµανση, συνεχίστε την ανάδευση για 1 λεπτό περίπου και
καταγράψτε την ϑερµοκρασία ισορροπίας T1.

3. Ζυγίστε τη µάζα του σώµατος του οποίου Ϲητάµε να ϐρούµε την ειδική ϑερµότητα,
µετρήστε την ϑερµοκρασία του T2 και προσθέστε το στο ϑερµιδόµετρο.

4. Αναδέψτε το νερό στο ϑερµιδόµετρο για 3 περίπου λεπτά και στη συνέχεια ση-
µειώστε την ϑερµοκρασία του συστήµατος Tτ . Κατά τη διάρκεια της εργασίας
αυτής να παρακολουθείτε το ϱυθµό καθόδου της ϑερµοκρασίας ώστε να είστε
σίγουροι για την προσέγγιση της ϑερµικής ισορροπίας.

5. Υπολογίστε την ειδική ϑερµότητα του σώµατος µε τη χρήση του παρακάτω τύπου:

(K +m1cw)(T1 − TT ) = m2cαγν(TT − T2) (4.10)

∆ίνεται cw = 1cal/(groC)



4.3. ΕΡΓΑΣ�ΙΕΣ - ΑΝΑΦΟΡ�Α 41

Β΄ τρόπος:

1. Τοποθετήστε στο στεγνό ϑερµιδόµετρο, ποσότητα απιονισµένου νερού m1 =
(70 − 90gr). Ζυγίστε τη µάζα m2 του σώµατος του οποίου Ϲητάµε να ϐρούµε
την ειδική ϑερµότητα και προσθέστε το στο ϑερµιδόµετρο.

2. Αναδεύστε το σύστηµα για 1 λεπτό περίπου και κατόπιν καταγράψτε την ϑερµο-
κρασία ισορροπίας T1.

3. Ξεκινήστε την ϑέρµανση του συστήµατος µετρώντας τον χρόνο που διαρκεί αυ-
τή ώστε να ϕτάσει η ϑερµοκρασία του συστήµατος περίπου στους 50oC (∆tR).
Παράλληλα αναδεύετε. Σταµατήστε την ϑέρµανση, συνεχίστε την ανάδευση του
συστήµατος για 1 λεπτό περίπου και καταγράψτε την ϑερµοκρασία TT .

4. Θεωρώντας ότι όλη η ϑερµική ενέργεια της αντίστασης µεταφέρθηκε στο νερό,
στο ϑερµιδόµετρο και στο άγνωστο σώµα, υπολογίστε από τον παρακάτω τύπο τη
ϑερµοχωρητικότητα του ϑερµιδοµέτρου:

(K +m2cαγν +mwcw)(TT − T1) = I2R∆tR =
V 2

R
∆tR = IV∆tR (4.11)

Τα I,R, V ϑα υπολογιστούν από το ϐολτόµετρο/αµπερόµετρο που διαθέτει η
πειραµατική διάταξη.

∆ίνεται cw = 1cal/(groC)
1KWh = 3.6× 106Joule = 8.604× 105cal.

Παρατήρηση: Αξίζει να σηµειωθεί ότι το άγνωστο υλικό µπορεί να είναι οτιδήποτε
υγρό ή στερεό σώµα. Π.χ. πλακίδια µετάλλων, γάλα, κρέµα, ακόµα και ένα σακουλάκι
µε τροφή.

4.3 Εργασίες - αναφορά

1. Περιγράψετε το πείραµα περιληπτικά πραγµατοποιώντας παράλληλα τους απα-
ϱαίτητους υπολογισµούς.

2. ∆ιαφέρουν οι τιµές των K και cαγν που υπολογίσατε µε τους δυο διαφορετικούς
τρόπους ; Αν ναι πού οφείλεται αυτό ;

3. Αναφέρετε τα σφάλµατα που κατά την άποψη σας επηρέασαν το τελικό αποτέλε-
σµα,αξιολογώντας τα.

4. Να υπολογίσετε την ατοµική ϑερµότητα του υλικού του αγνώστου σώµατος. Για
το σκοπό αυτό, πληροφορηθείτε από τον υπεύθυνο του εργαστηρίου, την ονο-
µασία του υλικού του σώµατος και από τον πίνακα του περιοδικού συστήµατος,
ϐρείτε και σηµειώστε το ατοµικό ϐάρος του στοιχείου.
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4.4 Ασκήσεις

1. Ψύξη ενός κοµµατιού µετάλλου

Θερµαίνουµε ένα κοµµάτι µέταλλο, µάζας 0.05Kg, στους 200oC και κατόπιν το τοπο-
ϑετούµε σε ένα δοχείο που περιέχει 0.4kg νερού ϑερµοκρασίας 20oC. Η τελική ϑερ-
µοκρασία (αφού το σύστηµα µέταλλο + νερό έχει ισορροπήσει ϑερµικά) είναι 22.4oC.
Προσδιορίστε το είδος του µετάλλου µετρώντας την ειδική ϑερµότητα του ϐάση του
πίνακα των σηµειώσεών σας. Γιατί διαφέρει από την ϑεωρητική τιµή ;

Πόση συνολικά ϑερµότητα κέρδισε το νερό ;

2. Ο µεθυσµένος καουµπόυ

΄Ενας µεθυσµένος καουµπόυ τραβάει το περίστροφο του και ϱίχνει µια ασηµένια σφαί-
ϱα στον ξύλινο τοίχο ενός σαλούν, όπου η σφαίρα σφηνώνεται και σταµατά. Η µάζα
της σφαίρας είναι 2gr και η ταχύτητα εξόδου της από το περίστροφο είναι 200m/sec.
Εάν υποθέσουµε ότι όλη η ϑερµική ενέργεια που έχει παραχθεί από την τριβή της
σφαίρας µε το ξύλο διατηρείται στη σφαίρα, υπολογίστε την αύξηση της ϑερµοκρασίας
της. ∆ίνεται ότι η ειδική ϑερµότητα του αργύρου είναι 234J/(KgoC).

4.5 Βιβλιογραφία:

1. Serway, Physics for scientists and engineers, Third edition.

2. P.W. Atkins, Physical Chemistry, thermodynamics.

3. http://www.chm.davidson.edu/ChemistryApplets/calorimetry/
SpecificHeatCapacityOfCopper.html

4. Εργαστηριακές ασκήσεις Φυσικής, Χαλδούπη (Πανεπιστήµιο Κρήτης).

5. Εργαστηριακές ασκήσεις Φυσικής, Φραγκιαδάκη (Τ.Ε.Ι. Κρήτης).



Κεφάλαιο 5

Παρατήρηση και καταγραφή
ϕασµάτων

Σκοπός
Σκοπός αυτής της εργαστηριακής άσκησης είναι οι ϕοιτητές :

• Να παρατηρήσουν και να περιγράψουν ϕάσµατα εκποµπής αερίων που ϕωτοβο-
λούν.

• Να παρατηρήσουν και να περιγράψουν ϕάσµατα απορρόφησης.

• Να υπολογίζουν τις κυµατικές ποσότητες (µήκος κύµατος και συχνότητα) εκπεµ-
πόµενου και απορροφούµενου ϕωτός.

5.1 Εισαγωγικές γνώσεις - Θεωρητικό υπόβαθρο

5.1.1 Το ηλεκτροµαγνητικό ϕάσµα

Σχήµα 5.1: Το ηλεκτροµαγνητικό ϕάσµα

Η περιοχή συχνοτήτων ή µηκών κύµατος της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας
ονοµάζεται ηλεκτροµαγνητικό ϕάσµα. Το ορατό ϕως εκτείνεται από το ιώδες (ϐιολετί)
άκρο του ϕάσµατος, το οποίο αντιστοιχεί σε µήκος κύµατος περίπου 400nm, µέχρι το
ερυθρό άκρο, µε µήκος κύµατος µικρότερο από 800nm. Πέρα από αυτά τα όρια, η
ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία δεν είναι ορατή για το ανθρώπινο µάτι. Η υπέρυθρη
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ακτινοβολία έχει µήκη κύµατος µεγαλύτερα από 800nm (µεγαλύτερα από το µήκος
κύµατος του ερυθρού ϕωτός), ενώ η υπεριώδης ακτινοβολία έχει µήκη κύµατος µικρό-
τερα από 440nm (µικρότερα από το µήκος κύµατος του ιώδους ϕωτός).

5.1.2 Το ϕασµατοσκόπιο ϕράγµατος

Το ϕασµατοσκόπιο (ή ϕασµατογράφος) ϕράγµατος είναι ένα όργανο µε το οποίο γίνεται
η ανάλυση µιας δέσµης ϕωτός και η µελέτη του ϕάσµατός της. Αποτελείται από
ένα ϕράγµα περίθλασης - ένα κοµµάτι από διαφανές ϕύλλο πάνω στο οποίο έχουν
ανοιχτεί σχισµές. ΄Οσο µεγαλύτερη είναι η πυκνότητα των σχισµών ανά µονάδα µήκους
του ϕράγµατος, τόσο καλύτερη είναι η ποιότητα του ϕράγµατος. Περνώντας το ϕως
µέσα από το ϕράγµα αναλύεται στα διάφορα χρώµατά του. Η ανάλυση του ϕωτός σε
αυτή την περίπτωση δεν οφείλεται στην διάθλαση, όπως συµβαίνει µε το πρίσµα, αλλά
περισσότερο εξαιτίας της ανάµειξης µεταξύ των ακτίνων ϕωτός που απλώνονται (έχουν
δηλαδή περιθλασθεί) ανάµεσα από τις σχισµές του ϕράγµατος.

Σχήµα 5.2: Φασµατοσκόπιο Project Star

Εκτός από το ϕράγµα περίθλασης, το ϕασµατοσκόπιο ϕράγµατος Project Star
(σχήµα 2) αποτελείται από µια στενή σχισµή και µια διπλή παράλληλη κλίµακα µέ-
τρησης µήκους κύµατος σε nm (400nm έως 700nm) και ενέργειας ηλεκτρονίων σε
ηλεκτρονιοβολτ (3.4eV έως 1.7eV ).

Ισχύει : 1nm = 10−9m, 1eV = 1.6 × 10−19joule Η σχισµή είναι η πύλη µέσω

Σχήµα 5.3: slit : σχισµή, grating : ϕράγµα περίθλασης, telescope : τηλεσκόπιο, image of
slit: είδωλο της σχισµής

της οποίας το ϕως εισέρχεται στο ϕασµατοσκόπιο και κατευθύνεται στο ϕράγµα. Οι
διάφορες ϕωτεινές γραµµές ϕάσµατος που παρατηρούµε ανάµεσα στις δύο κλίµακες
του ϕασµατοσκοπίου, αποτελούν είδωλο της σχισµής.
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΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα 3 , εάν γνωρίζουµε το πλάτος του ϕράγµατος (d) και
την γωνία (ϑ) που σχηµατίζει κάθε ϕασµατική γραµµή (είδωλο της σχισµής), τότε
µπορούµε να υπολογίσουµε το µήκος κύµατος από τον τύπο: dsinθ = mλ, όπου
m = ±1,±2,±3, . . . (σχισµές).

Συγκρινόµενο µε ένα ϕασµατοσκόπιο πρίσµατος, το ϕασµατοσκόπιο ϕράγµατος
εξασφαλίζει µεγαλύτερη περιοχή ϕάσµατος.

Σχήµα 5.4:

Σχήµα 5.5:

5.1.3 Περίθλαση

Περίθλαση είναι µια κυµατική ιδιότητα κατά την οποία τα κύµατα απλώνονται προς
τα έξω, όταν συναντήσουν ένα εµπόδιο ή µια µικρή οπή που έχει µέγεθος περίπου
όσο το µήκος κύµατος. Μπορούµε να παρατηρήσουµε περίθλαση, κοιτάζοντας µια
ϕωτεινή πηγή µέσα από µια οπή - για παράδειγµα, το ϕως µιας λάµπας του δηµόσιου
ϕωτισµού µέσα από µια δικτυωτή κουρτίνα. Το ϕως που ϐλέπουµε εµφανίζεται ϑαµπό
λόγω περίθλασης.

5.1.4 Φάσµατα απορρόφησης

Αν µεταξύ µιας ϕωτεινής πηγής που εκπέµπει λευκό ϕως και της σχισµής του ϕα-
σµατοσκοπίου παρεµβάλλουµε ένα υλικό µέσο, λόγου χάρη ένα δοχείο που περιέχει
έγχρωµο υγρό ή ένα έγχρωµο ϕίλτρο, ϑα διαπιστώσουµε ότι ορισµένες περιοχές του
συνεχούς ϕάσµατος λείπουν και στη ϑέση τους εµφανίζονται σκοτεινές περιοχές. Τα
ϕάσµατα αυτά τα ονοµάζουµε ϕάσµατα απορρόφησης, γιατί οι σκοτεινές περιοχές
οφείλονται στο ότι οι ακτινοβολίες ορισµένων χρωµάτων έχουν απορροφηθεί κατά τη
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διέλευσή τους από το ϕίλτρο. Τα ϕάσµατα απορρόφησης διακρίνονται σε συνεχή και
γραµµικά.

(α) Συνεχή ϕάσµατα απορρόφησης δίνουν τα έγχρωµα διαφανή στερεά και υγρά.
Αν το υλικό που ϕωτίζουµε είναι ένα κόκκινο ϕίλτρο, τότε παίρνοντας το ϕάσµα ϑα
παρατηρήσουµε ότι έχουν απορροφηθεί ορισµένες περιοχές του συνεχούς ϕάσµατος
εκποµπής. Συγκεκριµένα, από το κόκκινο ϕίλτρο διέρχονται µόνο οι ακτίνες που
ϐρίσκονται στην περιοχή του ερυθρού.

Σχήµα 5.6: Συνεχές ϕάσµα της λάµπας

(ϐ) Γραµµικά ϕάσµατα απορρόφησης δίνουν τα αέρια ή οι ατµοί. Αποτελούνται
από ένα συνεχές ϕάσµα στο οποίο υπάρχουν σκοτεινές γραµµές. ΄Ετσι, αν µεταξύ
µιας ϕωτεινής πηγής που εκπέµπει λευκό ϕως και της σχισµής του ϕασµατοσκοπίου
παρεµβάλλουµε αέριο υδρογόνου (σχήµα 6), τότε στο συνεχές ϕάσµα του λευκού ϕω-
τός του λαµπτήρα ϑα παρατηρήσουµε σκοτεινές γραµµές, στις ϑέσεις ακριβώς εκείνες
που ϑα εµφανίζονταν οι ϕωτεινές γραµµές του ϕάσµατος εκποµπής του αερίου υδρο-
γόνου. ∆ηλαδή το αέριο υδρογόνο έχει απορροφήσει τις ακτινοβολίες που εκπέµπει,
όταν ακτινοβολεί (σχήµα 7). Φωτόνια συγκεκριµένου µήκους κύµατος µπορούν να

Σχήµα 5.7: Γραµµικά ϕάσµατα απορρόφησης και εκποµπής

απορροφηθούν από τα άτοµα του αερίου υδρογόνου και να ξανά εκπέµψουν σε τυ-
χαίες διευθύνσεις. Καθώς πολλά από αυτά τα ϕωτόνια δεν ϕτάνουν στο τηλεσκόπιο το
ϕάσµα είναι σκοτεινό στα µήκη κύµατος των ϕωτονίων που έχουν χαθεί.

Σχήµα 5.8: Φάσµα απορρόφησης του υδρογόνου (σκοτεινές γραµµές)
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5.1.5 Φάσµατα εκποµπής

Το ϕάσµα της ακτινοβολίας που εκπέµπει µια ϕωτεινή πηγή ονοµάζεται ϕάσµα εκ-
ποµπής της πηγής αυτής. Τα ϕάσµατα εκποµπής των διαφόρων πηγών διακρίνονται
σε συνεχή και γραµµικά.

(α) Γραµµικά ϕάσµατα εκποµπής. Αν εξετάσουµε µε το ϕασµατοσκόπιο το ϕως
που εκπέµπουν ϑερµά αέρια ή ατµοί, τότε διαπιστώνουµε ότι το ϕάσµα τους, που απο-
τυπώνεται στην κλίµακα του ϕασµατοσκοπίου, αποτελείται από διακριτές χρωµατιστές
γραµµές, χαρακτηριστικές για το είδος των αερίων ή των ατµών. Κάθε γραµµή αντι-
στοιχεί σε συγκεκριµένο µήκος κύµατος ή συχνότητα. Αν κάνουµε, για παράδειγµα,
ϕασµατοσκοπική ανάλυση του ϕωτός που εκπέµπει µια λάµπα αερίου υδρογόνου, ϑα
παρατηρήσουµε ότι το ϕάσµα της αποτελείται από πέντε ϕωτεινές γραµµές (σχήµα 7).

Σχήµα 5.9: Γραµµικό ϕάσµα εκποµπής αερίου υδρογόνου

(ϐ) Συνεχή ϕάσµατα εκποµπής. Συνεχή ϕάσµατα παίρνουµε, όταν εξετάζουµε µε το
ϕασµατοσκόπιο το ϕως που εκπέµπουν στερεά και υγρά σώµατα τα οποία ϐρίσκονται
σε µεγάλη ϑερµοκρασία. Αν η πηγή του ϕωτός είναι, για παράδειγµα, ο λαµπτήρας
πυρακτώσεως, τότε το ϕάσµα είναι µια συνεχής ταινία χρωµάτων (σχήµα 8). Επειδή
τα συνεχή ϕάσµατα, που εκπέµπονται από διάφορα διάπυρα σώµατα, δε διαφέρουν
µεταξύ τους, η µελέτη τέτοιων ϕασµάτων δεν µπορεί να µας δώσει πληροφορίες για τη
ϕύση του σώµατος, αν δηλαδή το σώµα αποτελείται από κάποιο συγκεκριµένο υλικό,
όπως π.χ. σίδηρο, χαλκό κτλ. Η µοναδική πληροφορία που παίρνουµε είναι για τη
ϑερµοκρασία του υλικού.

Σχήµα 5.10: Συνεχές ϕάσµα εκποµπής λαµπτήρα πυρακτώσεως

5.1.6 Κβαντική ϑεωρία του Planck

Κάθε ϕωτόνιο µιας ακτινοβολίας έχει ενέργεια που δίνεται από τη σχέση:

E = hν (5.1)

Το h είναι µια σταθερά, που ονοµάζεται σταθερά Planck και έχει τιµή h = 6.63×
10−34Jsec.

Το ν είναι η συχνότητα εκποµπής του ϕωτονίου, για την οποία ισχύει η σχέση:

c = λν (Θεµελιώδης εξίσωση της κυµατικής). (5.2)

Το c είναι η ταχύτητα του ϕωτός και έχει τιµή c = 2.9979 × 108m/s Από (1), (2)
=⇒

E =
hc

λ
=⇒ h =

Eλ

c
(5.3)
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5.1.7 Ατοµικό πρότυπο του Bohr

Το γραµµικό ϕάσµα του υδρογονατόµου στην ορατή περιοχή αποτελείται µόνο από
τέσσερις γραµµές (µια κόκκινη, µια κυανοπράσινη, µια κυανή και µια ιώδη). Ο
Balmer έδειξε ότι τα µήκη κύµατος λ στο ορατό ϕάσµα του υδρογόνου µπορούν να
προκύψουν από τον απλό σχετικά τύπο :

1
λ

= 1.097× 107 1
m

(
1
22
− 1
n2

)
(5.4)

όπου ν ακέραιος αριθµός µεγαλύτερος του 2. Αν για παράδειγµα αντικαταστήσου-
µε όπου n = 3 τότε λ = 656nm.

Ο Bohr διατύπωσε τις ακόλουθες συνθήκες προκειµένου να εξηγήσει 1) τη σταθε-
ϱότητα του υδρογονατόµου και 2) το γραµµικό του ϕάσµα:

1. Συνθήκη για τα επίπεδα ενέργειας : ΄Ενα ηλεκτρόνιο επιτρέπεται να έχει ορισµέ-
νες µόνο τιµές ενέργειας σε ένα άτοµο, οι οποίες ονοµάζονται επίπεδα ενέργειας
και δίνονται από τον ακόλουθο τύπο:

E = −RH

n2
n = 1, 2, 3, . . . (5.5)

Το n ονοµάζεται κύριος κβαντικός αριθµός και το RH είναι µια σταθερά µε τιµή
2.179× 10−18Joule.

2. Συνθήκη για τις µεταπτώσεις µεταξύ των επιπέδων ενέργειας : ΄Ενα ηλεκτρόνιο σε
κάποιο άτοµο επιτρέπεται να µεταβάλει την ενέργεια του µόνο µεταπηδώντας από
ένα επίπεδο σε ένα άλλο. (Μετάπτωση ηλεκτρονίου)

Η εκποµπή ϕωτός από άτοµα, η οποία οδηγεί σε ένα γραµµικό ϕάσµα, ερµη-
νεύεται ως εξής : ΄Ενα ηλεκτρόνιο, που ϐρίσκεται σε κάποιο υψηλό επίπεδο ενέργειας
(αρχικό επίπεδο ενέργειας Ei), µεταπίπτει σε ένα επίπεδο χαµηλότερης ενέργειας (τε-
λικό επίπεδο ενέργειας Ef ). Σε αυτή την πορεία το ηλεκτρόνιο χάνει ενέργεια, η οποία
εκπέµπεται υπό µορφή ενός ϕωτονίου όπου

Ενέργεια ενός ϕωτονίου = hν = Ei − Ef (5.6)

Είναι εύκολο να αποδειχθεί πως ο Bohr έλαβε τον τύπο του Balmer. Αν ni ο κύριος
κβαντικός αριθµός του αρχικού επιπέδου και nf αυτός του τελικού, τότε

Ei = −RH

n2
i

Ef = −RH

n2
f

hν = Ei − Ef





=⇒ hν = −RH

n2
i
−

(
−RH

n2
f

)
= RH

(
1

n2
f
− 1

n2
i

)
ν= c

λ
=⇒

1
λ = RH

hc

(
1

n2
f
− 1

n2
i

)

Με πράξεις ϐρίσκουµε ότι τοRH/hc ισούται µε 1.097×107m−1 που είναι η σταθερά
στον τύπο του Balmer. Στον τύπο του Balmer ο κβαντικός αριθµός nf είναι 2,
πράγµα που σηµαίνει ότι ο εν λόγω τύπος δίνει τα µήκη κύµατος που αντιστοιχούν
σε ηλεκτρονικές µεταπτώσεις στο υδρογονάτοµο από επίπεδα ενέργειας ni > 2 στο
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Σχήµα 5.11:

επίπεδο nf = 2. Αν δώσουµε στο nf άλλες ακέραιες τιµές, λαµβάνουµε διαφορετικές
σειρές γραµµών (ή µηκών κύµατος) για το ϕάσµα του ατόµου Η.

Κανονικά το ηλεκτρόνιο σε ένα άτοµο υδρογόνου ϐρίσκεται στο χαµηλότερο επί-
πεδο, για το οποίο n = 1. Για να ανέλθει σε ένα υψηλότερο επίπεδο, το ηλεκτρόνιο
πρέπει να κερδίσει ενέργεια ή να διεγερθεί. ΄Ενας τρόπος για να συµβεί αυτό είναι
να συγκρουστούν δυο άτοµα υδρογόνου. Στη διάρκεια αυτής της κρούσης, µέρος της
κινητικής ενέργειας του ενός ατόµου µπορεί να κερδισθεί από το ηλεκτρόνιο του άλ-
λου ατόµου και έτσι αυτό το ηλεκτρόνιο, να ανυψωθεί ή να διεγερθεί από το επίπεδο
n = 1 σε ένα υψηλότερο επίπεδο. Η διέγερση ατόµων και η επακόλουθη εκποµπή
ϕωτός είναι πιο πιθανό να συµβούν σε ένα ϑερµό αέριο, όπου τα άτοµα έχουν µεγάλες
κινητικές ενέργειες.

5.2 Οργανολογία

1. Επιτραπέζιο ϕασµατοσκόπιο (ή ϕασµατόµετρο) ϕράγµατος Project Star µε ϐάση
στήριξης.

2. Λυχνίες για την παραγωγή των ϕασµάτων εκποµπής των αερίωνHe, Ne, Hg και
H2.

3. Τροφοδοτικό υψηλής τάσης PS − STS.

4. Πέντε έγχρωµα ϕίλτρα (κόκκινο, µπλε, κίτρινο, πορτοκαλί, πράσινο) µε καθορι-
σµένες περιοχές απορρόφησης.

5. ΄Αλατα Νατρίου, Καλίου, Στροντίου, Βαρίου και Χαλκού.

6. Λαβίδα για την συγκράτηση µικρής ποσότητας αλάτων.

7. Λυχνία Μπούνσεν

8. ∆οχείο από διάφανο πλαστικό



50 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 5. ΠΑΡΑΤ�ΗΡΗΣΗ ΚΑΙ ΚΑΤΑΓΡΑΦ�Η ΦΑΣΜ�ΑΤΩΝ

Σχήµα 5.12:

5.2.1 Χαρακτηριστικά του ϕασµατόµετρου:

• Μπορεί να χρησιµοποιηθεί για την παρατήρηση ϕασµάτων εκποµπής και απορ-
ϱόφησης, γραµµικών και συνεχών. Επίσης για δραστηριότητες εκτός τάξεως,
όπως είναι η παρατήρηση του ϕάσµατος του ήλιου και του ϕεγγαριού.

• Χρησιµοποιεί ϕράγµα περίθλασης µε 750 σχισµές ανά mm, που επιτρέπει µε-
τρήσεις ϕασµατικών γραµµών στο ορατό ϕως (400nm έως 700nm) µε µια ακρίβεια
της τάξεως των ±1nm.

• ∆ιαθέτει µια στενή σχισµή για την είσοδο του ϕωτός.

• Περιλαµβάνει διπλή παράλληλη κλίµακα µέτρησης µήκους κύµατος (nm) και
ενέργειας σε ηλεκτρονιοβόλτ (eV ), που επιτρέπει τον υπολογισµό της σταθεράς
του Planck (h) µε σφάλµα µικρότερο του 1%.

• Σε ελάχιστα δευτερόλεπτα οι µαθητές µπορούν να παρατηρούν και να περιγρά-
ϕουν ϕάσµατα.

• Η κλίµακά του µπορεί να ϱυθµιστεί εύκολα από τους µαθητές, παρατηρώντας
απλά το ϕάσµα µιας λάµπας ϕθορισµού. ∆εν απαιτεί καµία δραστηριότητα
προετοιµασίας από τον καθηγητή.

• Στην πάνω πλευρά του ϕασµατόµετρου υπάρχει πίνακας µε τα µήκη κύµατος σε
νµ και την αντίστοιχη ενέργεια ϕωτονίων σε ηλεκτρονιοβόλτ, για χαρακτηριστι-
κά στοιχεία που συναντάµε σε γνωστά ϕάσµατα, όπως είναι του ηλίου, λάµπας
ϕθορισµού, λυχνίες αερίων και σε ϕλόγες χηµικών αλάτων.
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Σχήµα 5.13: Η διπλή κλίµακα του ϕασµατόµετρου Project Star

5.3 Πειραµατική διαδικασία - Ρύθµιση & χρήση του ϕα-
σµατόµετρου

Για την ϱύθµιση της κλίµακας του ϕασµατόµετρου παρατηρούµε το ϕάσµα µιας
οποιασδήποτε λάµπας ϕθορισµού και ελέγχουµε εάν η πράσινη ϕωτεινή γραµµή, που
δίνει κάθε ϕάσµα ϕθορισµού, είναι στα 546nm. Γι αυτό το λόγο υπάρχει ένα µικρό
σηµάδι στο κάτω µέρος της κλίµακας που δηλώνει την ϑέση για µήκος κύµατος 546nm
(σχήµα 14).

Εάν η πράσινη γραµµή δεν συµπίπτει µε το σηµάδι στην κλίµακα, οι ϕοιτητές µπο-
ϱούν εύκολα να την ϱυθµίσουν, µετακινώντας δεξιά ή αριστερά την οπή που υπάρχει
στο µπροστινό µέρος του ϕασµατόµετρου, στο κάτω µέρος της κλίµακας. Για την
µετακίνηση της κλίµακας χρησιµοποιήστε την µύτη ενός λεπτού αντικειµένου.

Η χρήση του ϕασµατόµετρου είναι απλή. Τοποθετήστε το πάνω στο γραφείο ή
κρατήστε το στο χέρι σας και προσανατολίστε το έτσι ώστε να ϐλέπετε την πηγή του
ϕωτός που ϑέλετε να αναλύσετε µέσα από την σχισµή του. Κρατώντας το ένα σας µάτι
κλειστό, κοιτάξτε µέσα από την ϑυρίδα παρατήρησης και παρατηρήστε το ϕάσµα που
σχηµατίζεται στην κλίµακα µέτρησης του ϕασµατόµετρου.

Σχήµα 5.14: Ρύθµιση ϕασµατόµετρου Σχήµα 5.15: Παρατήρηση µε το ϕασµα-
τόµετρο

5.4 Πείραµα 1: Ανάλυση Φασµάτων αερίων που ϕωτοβο-
λούν

5.4.1 ∆ιαδικασία Εργασίας:

1. Βεβαιωθείτε ότι το τροφοδοτικό PS −STS δεν είναι συνδεδεµένο στο δίκτυο της
∆ΕΗ.
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2. Τοποθετήστε την λυχνία ηλίου (He) στη ϐάση στήριξης, µε τη ϐοήθεια του υπευ-
ϑύνου καθηγητή.

3. Καλέστε τον υπεύθυνο καθηγητή να συνδέσει το τροφοδοτικό σε παροχή 230V
AC που διαθέτει γείωση.

4. Πριν συνδέσετε το τροφοδοτικό στην παροχή 230V AC, ϐεβαιωθείτε ότι ο ΓΕΝΙ-
ΚΟΣ ∆ΙΑΚΟΠΤΗΣ είναι πατηµένος στη ϑέση OFF (0) και το κοµβίο ΡΥΘΜΙΣΗ
ΦΩΤΕΙΝΗΣ ΕΝΤΑΣΗΣ γυρισµένο τέρµα αριστερά.

5. Πιέστε το ΓΕΝΙΚΟ ∆ΙΑΚΟΠΤΗ στη ϑέση ON (Ι). Η ενσωµατωµένη στο διακόπτη
λυχνία ϑα ανάψει επισηµαίνοντας ότι η συσκευή είναι αναµµένη.

6. Πιέστε το διακόπτη επιλογής λυχνίας στη ϑέση ΛΥΧΝΙΑ ΑΕΡΙΟΥ και γυρίστε αργά
το κοµβίο ΡΥΘΜΙΣΗ ΦΩΤΕΙΝΗΣ ΕΝΤΑΣΗΣ προς τα δεξιά µέχρις ότου η λυχνία
ανάψει έντονα χωρίς όµως να εµφανίζονται κροσσοί στα άκρα της. Σηµειώστε ότι
οι λυχνίες Ηλίου (He) και Νέον (Ne) ανάβουν σε αρκετά χαµηλότερη στάθµη απ΄
ότι οι λυχνίες Υδρογόνου (H2) και Υδραργύρου (Hg). Καθώς αυξάνεται η ένταση,
ανάβει και το ΕΝ∆ΕΙΚΤΙΚΟ ΥΨΗΛΗΣ ΤΑΣΗΣ.

7. Κοιτώντας µέσα από τη ϑυρίδα παρατήρησης προς τη σχισµή, περιστρέψτε αργά
το ϕασµατόµετρο µέχρι να δείτε τη σχισµή να γίνεται έντονα ϕωτεινή. Αφήστε το
ϕασµατόµετρο σ΄ αυτή τη ϑέση.

8. Καταγράψτε στην παρακάτω κλίµακα το ϕάσµα που παρατηρείτε.

Σχήµα 5.16:

9. Αφού παρατηρήσετε το ϕάσµα που παράγει η λυχνία µε το ϕασµατόµετρο, γυ-
ϱίστε το κοµβίο ΡΥΘΜΙΣΗ ΦΩΤΕΙΝΗΣ ΕΝΤΑΣΗΣ τέρµα αριστερά. Πιέστε τον
ΓΕΝΙΚΟ ∆ΙΑΚΟΠΤΗ του τροφοδοτικού στη ϑέση OFF (0). Αντικαταστήστε την
λυχνία ηλίου µε κάποια από τις λυχνίες Hg, H2, Ne. Ανάψτε ξανά το τροφοδο-
τικό και επαναλάβετε τις ίδιες διαδικασίες.

10. Αφού παρατηρήσετε το ϕάσµα που παράγει η λυχνία µε το ϕασµατόµετρο, γυ-
ϱίστε το κοµβίο ΡΥΘΜΙΣΗ ΦΩΤΕΙΝΗΣ ΕΝΤΑΣΗΣ τέρµα αριστερά. Πιέστε τον
ΓΕΝΙΚΟ ∆ΙΑΚΟΠΤΗ του τροφοδοτικού στη ϑέση OFF (0). Είναι σηµαντικό να
µην αφήνετε τις λυχνίες αερίου αναµµένες για πολύ ώρα γιατί αυτό έχει επί-
πτωση στο χρόνο Ϲωής των λυχνιών. Για την παρατήρηση του ϕάσµατος και
την καταγραφή των ϕασµατικών γραµµών, αρκούν ένα ή δύο λεπτά. Σηµειώστε
ότι ϕασµατικές γραµµές που ϐρίσκονται στην αρχή της κλίµακας (ιώδες), είναι
πιθανόν να µην διακρίνονται εύκολα.
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5.5 Πείραµα 2: Ανάλυση ϕασµάτων απορρόφησης, συνε-
χών, γραµµικών

∆ιαδικασία Εργασίας:

1. Καλέστε τον υπεύθυνο καθηγητή να συνδέσει το τροφοδοτικό PS − STS στο
δίκτυο της ∆ΕΗ.

2. Πατήστε τον γενικό διακόπτη τροφοδοσίας του τροφοδοτικού στη ϑέση ON .

3. Για να τροφοδοτήσετε µε τάση την ϕωτεινή πηγή, πατήστε τον άσπρο διακόπτη
µεταγωγής στη ϑέση ΛΥΧΝΙΑ ΠΥΡΑΚΤΩΣΕΩΣ.

4. Γυρίστε τον ϱυθµιστή ϕωτεινή έντασης µέχρι η λυχνία πυρακτώσεως να ανάψει
αρκετά έντονα.

5. Τοποθετήστε το ϕασµατόµετρο πάνω στο γραφείο και προσανατολίστε το έτσι ώστε
η σχισµή του να ϐρίσκεται κοντά στην λάµπα της ϕωτεινής πηγής, χωρίς ωστόσο
να κοιτά απ΄ ευθείας το πυρακτωµένο νήµα της λάµπας.

6. Κοιτώντας µέσα από τη ϑυρίδα παρατήρησης προς τη σχισµή, περιστρέψτε αργά
το ϕασµατόµετρο µέχρι να δείτε τη σχισµή να γίνεται έντονα ϕωτεινή. Αφήστε το
ϕασµατόµετρο σ΄ αυτή τη ϑέση.

7. Παρεµβάλετε, διαδοχικά, µεταξύ της ϕωτεινής πηγής και του ϕασµατόµετρου,
τα διάφορα έγχρωµα ϕίλτρα, τοποθετώντας τα στους ειδικούς οδηγούς του τρο-
ϕοδοτικού ή του ϕασµατόµετρου.

Σχήµα 5.17:

8. Καταγράψτε στον παρακάτω πίνακα το ϕάσµα που απορροφά το κάθε ϕίλτρο στο
ορατό ϕως (400nm < λ < 700nm) και κατόπιν συγκρίνετε τις παρατηρήσεις σας
µε τις τιµές που αναφέρονται στον πίνακα 2.
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Χρώµα ϕίλτρου Φάσµα που απορροφάται
Πράσινο
Μπλε

Κόκκινο
Κίτρινο

Πορτοκαλί
Πίνακας 1

- Ανάλογη πειραµατική διαδικασία µπορεί να ακολουθηθεί χρησιµοποιών-
τας ως πηγή ϕωτός τον ηλιόλουστο ουρανό αντί της λυχνίας πυρακτώσεως,
χωρίς ωστόσο να ϐλέπετε κατευθείαν προς τον ήλιο.

5.6 Πείραµα 3: Ανάλυση ϕασµάτων συγκεκριµένων χηµι-
κών ουσιών (αλάτων K,Na,Ba,Cu και Sr)

∆ιαδικασία εργασίας:

1. Ανάψτε τη ϕλόγα στην λυχνία Μπούνσεν.

2. Τοποθετήστε το ϕασµατόµετρο πάνω στο γραφείο και προσανατολίστε την σχισµή
του προς την ϕλόγα. Παρατηρήστε πρώτα το ϕάσµα της ϕλόγας χωρίς άλας.

3. Μέσα στο κάθε ϕιαλίδιο άλατος υπάρχει µια ακίδα χρωµονικελλίνης διαµορφω-
µένη σε δακτύλιο στο ένα άκρο. Προσαρµόστε µία από τις ακίδες στο άκρο του
στελέχους της λαβίδας. ΠΡΟΣΟΧΗ το ϕιαλίδιο του χλωριούχου χαλκού είναι το
µόνο στο οποίο δεν τοποθετούµε την ακίδα διότι ϑα οξειδωθεί.

4. Θερµάνετε το δακτύλιο της ακίδας στη ϕλόγα και ϐουτήξτε το στο αντίστοιχο
άλας. Αν αντιµετωπίζετε δυσκολία στο να συγκρατήσετε το άλας, δοκιµάστε µε
τον δακτύλιο της ακίδας ϐρεγµένο.

5. Κρατήστε το δακτύλιο µε το άλας πάνω στη ϕλόγα. Παρατηρήστε ότι ο χρωµα-
τισµός στο πάνω µέρος της ϕλόγας αλλάζει. Με το ϕασµατόµετρο παρατηρήστε
το ϕάσµα ή τις γραµµές που παράγει το άλας όταν καίγεται και σηµειώστε τα
αντίστοιχα µήκη κύµατος.

6. Επαναλάβετε τα ίδια ϐήµατα για τα υπόλοιπα άλατα. Προσοχή: Για κάθε άλας
ϐεβαιωθείτε ότι χρησιµοποιείτε την αντίστοιχη ακίδα. ∆ιαφορετικά µπορεί να
παρατηρήσετε ϕάσµατα που προκύπτουν από συνδυασµό δύο ή περισσοτέρων
αλάτων.

7. Καταγράψετε στον παρακάτω πίνακα το χρώµα της ϕλόγας για κάθε άλας διαδο-
χικά. Παρατηρήστε τις ϕωτεινές γραµµές και τις αλλαγές στο ϕάσµα της ϕλόγας.

Αλάτι Χρωµατισµός Φωτεινές Γραµµές / Φάσµα
Νάτριο
Κάλιο
Χαλκό
Στρόντιο
Βάριο



5.7. ΑΣΚ�ΗΣΕΙΣ - ΠΡΟΒΛ�ΗΜΑΤΑ 55

Πίνακας 2

8. Αδειάστε µέσα στο διάφανο δοχείο µικρή ποσότητα χλωριούχου χαλκού, προ-
σθέστε νερό και ανακινήστε το διάλυµα µε ένα µυτερό µακρύ αντικείµενο.

9. Καλέστε τον υπεύθυνο καθηγητή να συνδέσει το τροφοδοτικό PS − STS µε το
δίκτυο της ∆ΕΗ.

10. Θέστε το τροφοδοτικό σε λειτουργία.

11. Για να τροφοδοτήσετε µε τάση την ϕωτεινή πηγή, πατήστε τον άσπρο διακόπτη
µεταγωγής στη ϑέση ΛΥΧΝΙΑ ΠΥΡΑΚΤΩΣΕΩΣ

12. Γυρίστε τον ϱυθµιστή ϕωτεινή έντασης µέχρι η λυχνία πυρακτώσεως να ανάψει
αρκετά έντονα.

13. Τοποθετήστε το δοχείο µε το διάλυµα χλωριούχου χαλκού στους οδηγούς της
ϕωτεινής πηγής

14. Παρατηρήστε το ϕάσµα και συγκρίνετε τις ακτινοβολίες που έχουν απορροφηθεί,
µε το χρώµα του υγρού που ϐρίσκεται στο δοχείο. Καταγράψτε τις παρατηρήσεις
σας.

Χρώµα Υγρού Φάσµα που απορροφάται

Πίνακας 3

15. Τοποθετήστε το δοχείο µε το διάλυµα χλωριούχου χαλκού στους οδηγούς του
ϕασµατόµετρου.

16. Προσανατολίστε την σχισµή του ϕασµατόµετρου προς τον ήλιο. ΠΡΟΣΟΧΗ: ΜΗΝ
ΚΟΙΤΑΤΕ ΠΟΤΕ ΑΠ΄ ΕΥΘΕΙΑΣ ΤΟΝ ΗΛΙΟ.

17. Παρατηρήστε το ϕάσµα του ήλιου και συγκρίνετε τις ακτινοβολίες που έχουν
απορροφηθεί, µε το χρώµα του υγρού που ϐρίσκεται στο δοχείο. Καταγράψτε
τις παρατηρήσεις σας.

Χρώµα Υγρού Φάσµα που απορροφάται

Πίνακας 4

5.7 Ασκήσεις - Προβλήµατα

1. Τα ϕάσµατα των αερίων He, Ne, Hg και H2, που παράγουν οι λυχνίες που
παρατηρήσατε, είναι ϕάσµατα εκποµπής ή απορρόφησης ; Συνεχή ή γραµµικά ;
Σε τι διαφέρουν µεταξύ τους ;
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2. Χρησιµοποιήστε τα ϕάσµατα των αερίων, που παρατηρήσατε στο ϕασµατόµετρο,
για να υπολογίσετε πειραµατικά την σταθερά του Planck (h).
Ακολουθήστε το παράδειγµα που δίνεται παρακάτω, για το ϕάσµα της κίτρινης
γραµµής της λυχνίας ηλίου, το οποίο όπως παρατηρήσατε, έχει µήκος κύµατος
περίπου 587.5nm και ενέργει α ϕωτονίων περίπου 2.11eV .
Από την ϑεωρία γνωρίζετε ότι ισχύει : E = hν και c = λν. Εποµένως E = hc/λ
και h = Eλ/c

΄Οπου:
c = 2.9979× 108m/s
1nm = 10−9m
1eV = 1.6× 10− 19joule

Από τα παραπάνω έχετε :
h = (2.11× 16× 10−19joule× 587.5× 10−9m)/(2.9979× 108m/s)
h = (1983.4× 10−28joule ·m)/(2.9979x108m/s)
h = (19.834× 102 × 10−28joule ·m)/(2.9979× 108m/s)
h = (19.834× 10−26joule ·m)/(2.9979× 108m/s)
h = 6.61× 10−34joule · sec

3. Συµπληρώστε τον παρακάτω πίνακα.

Φωτεινές γραµµές Μήκος κύµατος λ Ενέργεια Συχνότητα
ϕασµάτων αερίων (nm) ϕωτονίων
Κίτρινη Ηλίου 587.5
Κόκκινη Ηλίου 667.8
Κόκκινη Υδρογόνου 656.3
Μπλε Υδρογόνου 486.1
Πράσινη Υδραργύρου 546.1
Κίτρινη Υδραργύρου 579.0
Κίτρινη Νέου 587.0

Πίνακας 5

Είναι αλήθεια ότι τα ϕωτόνια υψηλότερης συχνότητας έχουν µεγαλύτερη ενέρ-
γεια ;

4. Χρησιµοποιήστε το πρότυπο του Bohr για να υπολογίσετε το µήκος κύµατος της
ακτινοβολίας που εκπέµπει το άτοµο του υδρογόνου, όταν µεταπηδά από την
κατάσταση µε n = 4 στην κατάσταση µε n = 2.
Μην ξεχνάτε ότι η ενέργεια του ατόµου του υδρογόνου στη ϑεµελιώδη κατάσταση
είναι E1 = −13.6eV και En = E1/n

2.
Συγκρίνετε την τιµή του µήκους κύµατος που υπολογίσατε ϑεωρητικά µε την
τιµή που ϐρήκατε πειραµατικά.

5. Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Βαλµερ επιβεβαιώστε ϑεωρητικά τις γραµµές που
παρατηρήσατε για το γραµµικό ϕάσµα εκποµπής του υδρογόνου.
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6. Πειραµατισµός ϕασµατοµετρίας εκτός εργαστηρίου:
Προσανατολίστε την σχισµή του ϕασµατόµετρου προς τον ηλιόλουστο ουρανό
κοντά στον ήλιο, χωρίς ωστόσο να κοιτάξετε απ΄ ευθείας τον ήλιο. Στο ϕασµατό-
µετρό σας ϑα πρέπει να παρατηρήσετε ένα συνεχές ϕάσµα όλων των χρωµάτων
πάνω στο οποίο εµφανίζονται διάφορες στενές σκοτεινές γραµµές.
Ερωτήσεις :

(α΄) Το ϕάσµα που παρατηρείτε επεκτείνεται από . . . . . .nm έως . . . . . .nm. Κα-
τόπιν σηµειώστε τις ϑέσεις των σκοτεινών γραµµών (nm) που παρατηρείτε
και καταγράψτε τα σε σχέση µε το χρώµα της γραµµής που απορροφάται.

(ϐ΄) Συγκρίνετε τις γραµµές απορρόφησης που παρατηρείτε στο ϕάσµα του ηλί-
ου µε αυτές που αναφέρονται στον πίνακα 5. Ποια στοιχεία της ϕύσης
συµπεραίνετε ότι ϐρίσκονται στον ήλιο ;

(γ΄) Πιστεύετε ότι έχετε ϐρει όλα τα στοιχεία που υπάρχουν στον ήλιο ; Ναι ή
όχι και γιατί ;

(δ΄) Που πιστεύετε ότι ϐρίσκονται αυτά τα στοιχεία για να προκαλούν τις γραµ-
µές απορρόφησης στο ϕάσµα του ήλιου ; (Βρίσκονται µέσα στον ήλιο, πάνω
στην επιφάνεια του ήλιου, πάνω από τον ήλιο, στο διάστηµα µεταξύ του
ήλιου και της γης, ή στην ατµόσφαιρα της γης ;)

Προσανατολίστε την σχισµή του ϕασµατόµετρου προς ένα ϕωτεινό άσπρο σύννε-
ϕο.
Ερωτήσεις :

(α΄) Περιγράψτε το ϕάσµα που παρατηρείτε και συγκρίνετε µε το ϕάσµα του
ηλίου.

(ϐ΄) Παρατηρείτε στο ϕάσµα που δίνει το σύννεφο, τις γραµµές απορρόφησης
που εµφανίζονται στο ϕάσµα του ήλιου ;

(γ΄) Γιατί πιστεύετε ότι το ϕάσµα που δίνει το σύννεφο έχει αυτή τη µορφή ;

Προσανατολίστε την σχισµή του ϕασµατόµετρου προς το ϕεγγάρι. (Αυτή η εργα-
σία προτείνεται να γίνει το ϐράδυ όταν υπάρχει πανσέληνος και το ϕεγγάρι είναι
ϕωτεινό).
Ερωτήσεις :

(α΄) Περιγράψτε το ϕάσµα που παρατηρείτε και συγκρίνετε µε το ϕάσµα του
ηλίου.

(ϐ΄) Παρατηρείτε στο ϕάσµα που δίνει το ϕεγγάρι, τις γραµµές απορρόφησης
που εµφανίζονται στο ϕάσµα του ήλιου ;

(γ΄) Είναι οι ίδιες γραµµές ; Ναι ή όχι και γιατί ;

5.8 Πείραµα 4: Φασµατοφωτόµετρο - Γωνιόµετρο

5.8.1 Σκοπός

• Ρύθµιση του γωνιοµέτρου-ϕασµατοµέτρου
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• Ανάλυση ϕάσµατος µε ϕράγµα. Προσδιορισµός των ϕασµατικών γραµµών του
υδραργύρου

• Προσδιορισµός του δείκτη διάθλασης του γιαλιού

• Σχέση ανάµεσα στο δείκτη διάθλασης και το µήκος κύµατος (καµπύλη διασπο-
ϱάς)

5.8.2 Θεωρητικό µέρος

Οπτικό Φράγµα

Τα µήκη κύµατος, των ϕασµατικών γραµµών της λυχνίας υρδαργύρου, προσδιορίζον-
ται από το ϕράγµα περίθλασης (Σχήµα 18,19), όπου ισχύει η ακόλουθη σχέση

d sin θ = mλ (5.7)

όπου m είναι η τάξη περίθλασης και παίρνει τιµές m = 0,±1,±2,±3, ... και d είναι η
σταθερά του ϕράγµατος και ισούται µε την απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών γραµµών.

Σχήµα 5.18: Γωνιόµετρο Σχήµα 5.19: Ανάλυση του ϕωτός µε ϕραγ-
µα περίθλασης

Στην παρούσα άσκηση, το λ κάθε ϕασµατικής γραµµής (χρώµατος) της λάµπας
υδραργύρου υπολογίζεται από το µέσο όρο αρκετών µετρήσεων ή από το µέσο όρο
των διαφορετικών τάξεων περίθλασης. Το ϕράγµα που χρησιµοποιούµε έχει 300
γραµµές/mm.

Πρίσµα

Στο πρίσµα του σχήµατος 20, µια δέσµη ϕωτός περνά συµµετρικά µέσα από το πρίσµα.
Αυτό σηµαίνει ότι για µια συγκεκριµένη ακτίνα ϕωτός, η γωνία πρόσπτωσης θ είναι η
ίδια µε τη γωνία εξόδου. Αν η γωνία πρόσπτωσης είναι θ, η γωνία διάθλασης είναι a
και η γωνία του πρίσµατος είναι φ τότε από το νόµο διάθλασης του Snell έχουµε

n =
sin θ
sin a

⇒ sin θ = n sin a (5.8)

a = φ/2 (5.9)
ψ = 2(θ − a) (5.10)



5.8. ΠΕ�ΙΡΑΜΑ 4: ΦΑΣΜΑΤΟΦΩΤ�ΟΜΕΤΡΟ - ΓΩΝΙ�ΟΜΕΤΡΟ 59

Σχήµα 5.20:

Από τις παραπάνω σχέσεις, τελικά προκύπτει

n =
sin[(ψ + φ)/2]

sin(φ/2)
(5.11)

Στη συγκεκριµένη άσκηση υπολογίζεται ο δείκτης διάθλασης του γυαλιού για όλα
τα µήκη κύµατος που αντιστοιχούν σε ϕασµατικές γραµµές της λάµπας υδραργύρου.

5.8.3 Πειραµατικό µέρος

Το ϕασµατόµετρο-γωνιόµετρο πρέπει να ϱυθµιστεί κατάλληλα ώστε, αν δε µεσολαβεί
ϕράγµα ή πρίσµα µεταξύ κατευθυντήρα και τηλεσκοπίου, η µετρούµενη γωνία να
είναι µηδέν µοίρες. ΄Επειτα τοποθετείται το οπτικό ϕράγµα περίθλασης (grating) και
χρησιµοποιείται για να προσδιοριστούν τα µήκη κύµατος των ϕασµατικών γραµµών
του Hg. Κατόπιν τοποθετείται το πρίσµα γυαλιού και ϱυθµίζεται ώστε ο διασκεδασµός
(γωνία εκτροπής) να είναι ελάχιστος για κάθε µια ϕασµατική γραµµή χωριστά. Τέλος
καταγράφεται η γωνιακή ϑέση του τηλεσκοπίου (ελάχιστη γωνία εκτροπής) για κάθε
ϕασµατική γραµµή και υπολογίζεται ο δείκτης διάθλασης του γυαλιού για κάθε µήκος
κύµατος.

Σχήµα 5.21: Σχήµα 5.22:

Στην άσκηση που ϑα κάνουµε, ακολουθούµε τα παρακάτω ϐήµατα

1. Ευθυγράµµιζουµε το οργάνου ώστε να δείχνει γωνία εκτροπής µηδέν µοίρες,
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όταν δεν παρεµβάλεται το πρίσµα (ή το ϕράγµα) ανάµεσα στο τηλεσκόπιο παρα-
τήρησης και στη ϕωτεινή πηγή.

2. Τοποθετούµε το πρίσµα σύµφωνα µε τη γεωµετρία των σχηµάτων 20, 21 και 22.

3. Σε κάθε ϕασµατική γραµµή που ϐλέπουµε µέσα από το τηλεσκόπιο, στρέφουµε
την περιστρεφόµενη ϐάση του πρίσµατος αριστερά και δεξιά, µέχρι να ϐρούµε
τη ϑέση στην οποία ο διασκεδασµός της συγκεκριµένης ϕασµατικής γραµµής να
είναι ελάχιστος. Στη ϑέση αυτή µετράµε τη γωνία ψ.

4. Επαναλαµβάνουµε το ϐήµα 3 για κάθε µια ϕασµατική γραµµή και υπολογίζουµε
το δείκτη διάθλασης από την εξίσωση (5), γνωρίζοντας ότι φ = 60o.

5. Κατασκεύαζουµε το διάγραµµα του δείκτη διάθλασης σα συνάρτηση του µήκους
κύµατος (καµπύλη διασποράς).
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Κεφάλαιο 6

Μετατροπή της ηλιακής ενέργειας
σε ηλεκτρική

6.1 Ηλιακή ενέργεια

΄Οπως είναι γνωστό σε όλους µας, όλες οι δραστηριότητες που λαµβάνουν χώρα πάνω
στη Γη αντλούν ενέργεια από τον ΄Ηλιο. Χωρίς την ενέργεια αυτή, στη Γη δε ϑα είχε ανα-
πτυχθεί το ϕαινόµενο της Ϲωής. Η ενέργεια αυτή απελευθερώνεται από τις πυρηνικές
αντιδράσεις που λαµβάνουν χώρα στο κέντρο του ΄Ηλιου και ϕεύγει από την επιφάνειά
του υπό τη µορφή ακτινοβολίας µέλανος σώµατος, διατηρώντας την ϑερµοκρασία της
επιφάνειας σε µια τιµή περίπου 5800oK. Λόγω αυτής της τιµής της επιφανειακής
ϑερµοκρασίας, η εκπεµπόµενη από τον ΄Ηλιο ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία έχει ένα
εύρος συχνοτήτων που περιλαµβάνουν τόσο το ορατό και το υπέρυθρο (IR), όσο και το
υπεριώδες (UV ). Η περιοχή του ορατού αντιστοιχεί στο 40% περίπου της εκπεµπόµε-
νης ακτινοβολίας, ενώ η υπερίωδης µόλις το 14%, µε το µέγιστο να εµφανίζεται στα (≈
5000 Å). Αυτό προκύπτει από τον περίφηµο τύπο του Plank, σύµφωνα µε τον οποίο
η ϕασµατική κατανοµή της ενέργειας (δηλαδή η κατανοµή της ενέργειας στα διάφορα
µήκη κύµατος (ή τις συχνότητες) που εκπέµπει ένα µέλαν σώµα είναι (ϐλέπε Σχ. 1)

dU

dω
=

V h̄

π2c3
ω3

e
h̄ω

kBT − 1
(6.1)

όπου dU
dω × δω είναι η ενέργεια που εκπέµπεται από το µέλαν σώµα στη ϕασµατική

περιοχή [ω, ω+ δω], (ω = 2πf όπου f η συχνότητα της ακτινοβολίας), V ο όγκος µέσα
στον οποίο διαδίδεται η ακτινοβολία, h̄ = h/(2π) = 1.054×10−34J×sec, (h η σταθερά
του Plank), c = 3 × 108m/sec2 η ταχύτητα του ϕωτός, kB = 1.380 × 10−23Joule/oK
η σταθερά του Boltzman και T η ϑερµοκρασία του µέλανος σώµατος. (Στο σχ. 1
δείχνουµε την κατανοµή της ενέργειας dU/dλ ως προς τα µήκη κύµατος και όχι ως
προς τις συχνότητες που περιγράφει ο τύπος του Plank.)

Η ενέργεια αυτή, ελάχιστα αλλάζει στο οκτάλεπτο περίπου ταξίδι που χρειάζεται
µέχρι να ϕτάσει στη Γη, η οποία δέχεται ένα πολύ µικρό κοµµάτι αυτής, αφού η
ακτινοβολία αυτή, ϕεύγοντας απ΄ τον ΄Ηλιο, διαδίδεται προς όλες τις κατευθύνσεις και
ένα µικρό µόνο µέρος της συναντά τη Γη κατά τη διάδοσή της.

Απ΄ αυτό το κοµµάτι που τελικά ϕτάνει στη Γη, ένα ποσοστό περίπου 30% αντανα-
κλάται αµέσως πίσω στο διάστηµα και από το εναποµείναν, περίπου τα 2/3 απορρο-

61
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Σχήµα 6.1: Φασµατική κατανοµή της Ηλιακής ενέργειας ως προς τα µήκη κύµατος της
εκπεµπόµενης ακτινοβολίας, όπως προκύπτει απ΄ τον τύπο του Planck για ϑερµοκρασία T =
5800oK. ΄Οπως ϕαίνεται, το µεγαλύτερο µέρος της ακτινοβολίας είναι στο ορατό και το µέγιστο
της κατανοµής είναι στα 5000 Å. Η ακτινοβολία όµως εκτείνεται και στο υπεριώδες (UV ) και
στο υπέρυθρο (IR).

ϕώνται από την ατµόσφαιρα, τη ϑάλασσα και την επιφάνεια της Γης και το υπόλοιπο
1/3 αυτής χρησιµοποιείται από το νερό για την εξάτµισή του. Για τη ϕωτοσύνθεση,
που αποτελεί το ϐασικό µηχανισµό απορρόφησης ενέργειας για τα ϕυτά και το ϕυτο-
πλαγκτόν της επιφάνειας των ωκεανών, µόνο ένα πολύ µικρό ποσοστό, της τάξης του
0.03%, χρησιµοποιείται.

Από την άλλη πλευρά, η Γη ακτινοβολεί κι αυτή ως µέλαν σώµα αλλά επειδή η
ϑερµοκρασία της είναι πολύ µικρότερη απ΄ αυτή του ΄Ηλιου, η εκπεµπόµενη ενέργεια
περιλαµβάνει συχνότητες στο υπέρυθρο (IR). Η ενέργεια αυτή χάνεται στο διάστηµα.
Η ενεργειακή ισορροπία στη Γη, από την εισροή ενέργειας από τον ΄Ηλιο και την εκροή
ενέργειας από την ίδια, επέρχεται όταν η επιφάνεια της Γης χάνει ενέργεια µε τον ίδιο
ϱυθµό µ΄ αυτό που προσλαµβάνει. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα η Γη να διατηρεί µια
µέση ϑερµοκρασία περίπου 12oC, υπολογισµένη στη διάρκεια του χρόνου για µέρα
και νύχτα.

6.2 Παγιδεύοντας την Ηλιακή ενέργεια

6.2.1 Μετατρέποντας την Ηλιακή ενέργεια σε άλλες µορφές

Αν και η εισροή ενέργειας από τον ΄Ηλιο είναι η αιτία ανάπτυξης του ϕαινοµένου της
Ϲωής, η µετατροπή της σε άλλες µορφές ενέργειας που να µπορούν να χρησιµοποιη-
ϑούν στις ανθρώπινες δραστηριότητες, είναι µια δύσκολη υπόθεση. ∆ύο είναι οι τρόποι
µε την οποία γίνεται σήµερα αυτή η µετατροπή. Ο ένας είναι µε τη χρήση του ηλιακού
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Σχήµα 6.2: Ηλιακή ακτινοβολία στη Γη

ϑερµοσίφωνα, όπου η Ηλιακή ενέργεια µετατρέπεται σε ϑερµική για το Ϲέσταµα του
νερού και ο άλλος είναι χρήση Ηλιακών κυττάρων για τη µετατροπή της σε ηλεκτρική
ενέργεια. Με τον ηλιακό ϑερµοσίφωνα η µετατροπή επιτυγχάνεται ικανοποιητικά µε
λίγες απώλειες. ΄Οµως η αξία της ενέργειας που προκύπτει µε το Ϲέσταµα του νερού,
δεν είναι ιδιαίτερα µεγάλη αφού η χρήση της για άλλες δραστηριότητες (εκτός από
το Ϲέσταµα του νερού) που συνεπάγεται τη µετατροπή της σε άλλη µορφή ενέργειας,
δε γίνεται χωρίς µεγάλες απώλειες. Από την άλλη πλευρά, η µετατροπή της ηλιακής
ενέργειας µέσω των ηλιακών κυττάρων σε ηλεκτρική έχει αρκετά µεγάλη αξία αφού η
ηλεκτρική ενέργεια µπορεί µε λίγες απώλειες να µετατραπεί σε όλες τις µορφές ενέρ-
γειας. Η απόδοση όµως των ηλιακών κυττάρων είναι πολύ µικρή και συνδυαζόµενη
µε το υψηλό της κόστος παραγωγής, καθίσταται προς στιγµήν ασύµφορη για ευρεία
εφαρµογή. Παρ΄ όλα αυτά τα ηλιακά κύτταρα χρησιµοποιούνται για την παραγωγή
ηλεκτρικής ενέργειας σε περιοχές που δεν είναι εύκολη η µεταφορά ενέργειας, όπως
νησιά ή αποµακρυσµένες και δύσβατες περιοχές αλλά και επικουρικά στα κυρίως
δίκτυα ηλεκτρικής ενέργειας.

6.2.2 Λειτουργία των Ηλιακών κυττάρων 1

΄Οπως γνωρίζουµε, τα ηλεκτρόνια των ατόµων ϐρίσκονται σε διακριτές ηλεκτρονικές
καταστάσεις (τροχιακά) (π.χ. 1s, 2s, 2px, 2py, 2pz, 3dxy κ.τ.λ.). Κατά παρόµοιο
τρόπο τα ηλεκτρόνια των στερεών σωµάτων ϐρίσκονται κι αυτά σε κάποιες διακριτές
ηλεκτρονικές καταστάσεις, οι οποίες όµως είναι τόσο πυκνές, ώστε να µπορούν να
ϑεωρηθούν σα συνεχείς.

Υπό κάποιες προϋποθέσεις, ανάµεσα σ΄ αυτές τις πολύ πυκνές ενεργειακές κα-
ταστάσεις εµφανίζονται ενεργειακές περιοχές στις οποίες δεν υπάρχουν ενεργειακές
καταστάσεις. Τις περιοχές αυτές τις ονοµάζουµε ενεργειακά χάσµατα, ενώ τις περιο-
χές που εµφανίζονται ένα σύνολο πυκνών ενεργειακών καταστάσεων τις ονοµάζουµε

1Η παράγραφος αυτή µπορεί να παραληφθεί σε πρώτη ανάγνωση



64 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 6. ΜΕΤΑΤΡΟΠ�Η ΤΗΣ ΗΛΙΑΚ�ΗΣ ΕΝ�ΕΡΓΕΙΑΣ ΣΕ ΗΛΕΚΤΡΙΚ�Η

−13.6 

−3.4  

−1.511

−0.85 

−0.544

0

δΕ

1η  Ζωνη

Χασµα

2η  Ζωνη

Χασµα

3η  Ζωνη

Σχήµα 6.3: Το ϕάσµα
(οι ενεργειακές καταστάσεις)
του ατόµου του Υδρογόνου.
Στα άτοµα οι ενεργειακές
καταστάσεις είναι διακριτές.

Σχήµα 6.4: Στα στερεά οι
ενεργειακές καταστάσεις εί-
ναι πυκνές και µπορούν να
ϑεωρηθούν συνεχείς. Τα ϐε-
λάκια συµβολίζουν τα ηλε-
κτρόνια µε spin πάνω και
κάτω, που έχουν εποικίσει
τις ενεργειακές καταστάσεις

Σχήµα 6.5: Ανάµεσα στις
ενεργειακές Ϲώνες εµφανί-
Ϲονται ενεργειακά χάσµατα

ενεργειακές Ϲώνες.
Ο εποικισµός αυτών των ενεργειακών καταστάσεων (δηλαδή το «γέµισµά» τους µε

ηλεκτρόνια) γίνεται ξεκινώντας από τη χαµηλότερη ενεργειακά κατάσταση προς την
ψηλότερη, ακολουθώντας την αρχή του Pauli. ΄Ετσι οι ενεργειακές Ϲώνες «γεµίζουν»
µε ηλεκτρόνια µέχρι ένα όριο. Η υψηλότερη ενεργειακή Ϲώνη στην οποία υπάρχουν
καταστάσεις κατειληµµένες από ηλεκτρόνια λέγεται Ϲώνη σθένους ενώ η αµέσως πάνω
απ΄ αυτή, που ϑα είναι η χαµηλότερη ενεργειακή Ϲώνη στην οποία δε ϑα υπάρχουν
κατειληµµένες από ηλεκτρόνια καταστάσεις, λέγεται Ϲώνη αγωγιµότητας.

Για να υπάρξει ηλεκτρική αγωγιµότητα σ΄ ένα υλικό, ϑα πρέπει να υπάρχουν µη
κατειληµµένες ενεργειακές στάθµες πολύ κοντά στην τελευταία κατειληµµένη στάθµη,
ώστε µε µια µικρή διαταραχή από ένα εξωτερικό ηλεκτρικό πεδίο (π.χ. µια µπαταρία)
να µπορέσουν τα ηλεκτρόνια που ϐρίσκονται στις υψηλότερες κατειληµµένες στάθµες
να µεταβούν στις µη κατειληµµένες

Αν η υψηλότερη κατειληµµένη ενεργειακή κατάσταση είναι η τελευταία ενεργεια-
κή κατάσταση της Ϲώνης σθένους, τότε η αµέσως υψηλότερη ενεργειακή κατάσταση
ϐρίσκεται στη Ϲώνη αγωγιµότητας και απέχει απ΄ αυτήν τόσο όσο είναι το εύρος του
ενεργειακού χάσµατος. Αν το εύρος του ενεργειακού χάσµατος είναι µικρό (µέχρι το
πολύ 2− 3eV ,) τότε µερικά ηλεκτρόνια µπορούν σε ϑερµοκρασία δωµατίου να ϐρουν
την ενέργεια που χρειάζεται και να περάσουν στη Ϲώνη αγωγιµότητας, εµφανίζοντας
έτσι κάποια µικρή αγωγιµότητα. ΄Ενα τέτοιο υλικό ονοµάζεται ηµιαγωγός.

Από τους πιο δηµοφιλείς ηµιαγωγούς είναι το πυρίτιο Si. Τα άτοµα του πυριτί-
ου κατασκευάζουν µια κρυσταλλική (περιοδική) δοµή έτσι ώστε κάθε άτοµο πυριτίου
να τοποθετείται στο κέντρο κανονικού τετραέδρου και να κάνει δεσµούς µε τέσσερα
άλλα άτοµα πυριτίου, καθένα απ΄ τα οποία ϐρίσκεται τοποθετηµένο στις κορυφές του
τετραέδρου. Το χάσµα του Si ανάµεσα στη Ϲώνη σθένους και στη Ϲώνη αγωγιµότητας
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είναι ίσο µε 1.14eV σε ϑερµοκρασία 300oK. Αν ένα ϕωτόνιο µε τόση ή µεγαλύτερη
ενέργεια απορροφηθεί από ένα ηλεκτρόνιο που ϐρίσκεται στη Ϲώνη σθένους, τότε το
ηλεκτρόνιο αυτό διεγειρόµενο, ϑα µεταβεί σε µια κατάσταση της Ϲώνης αγωγιµότητας.
Αποδιεγειρόµενο όµως, στη συνέχεια, ϑα επιστρέψει πάλι στη Ϲώνη σθένους κι έτσι
δε ϑα υπάρξει αγωγιµότητα. Για να υπάρξει αγωγιµότητα ϑα πρέπει τα διεγερµένα
ηλεκτρόνια να παραµείνουν στη Ϲώνη αγωγιµότητας και όχι να επιστρέψουν στη Ϲώνη
σθένους. Αυτό επιτυγχάνεται µε το λεγόµενο εµπλουτισµό του πυριτίου µε προσµίξεις
πεντασθενών (π.χ. P , As, Sb) ή τρισθενών (π.χ. B, Al, Ga, In) στοιχείων του πε-
ϱιοδικού πίνακα. Αν ο καθαρός κρύσταλλος πυριτίου εµπλουτισθεί µε τέτοια στοιχεία
σε µια αναλογία 1 άτοµο πεντασθενούς ή τρισθενούς στοιχείου ανά 103 − 107 άτοµα
πυριτίου, τότε τα άτοµα των προσµίξεων ϑα αντικαταστήσουν τα άτοµα του πυριτίου
από τις αρχικές τους ϑέσεις, χωρίς να αλλάξει η δοµή του κρυσταλλικού πυριτίου και
ϑα δηµιουργήσουν οµοιοπολικούς δεσµούς µε τα άτοµα του πυριτίου.

Αν ο εµπλουτισµός γίνεται µε άτοµα πεντασθενούς στοιχείου, τότε για κάθε άτοµο
πεντασθενούς στοιχείου ϑα εµφανιστεί περίσσεια ενός ηλεκτρονίου το οποίο ϑα µετα-
ϕερθεί υποχρεωτικά στη Ϲώνη αγωγιµότητας, αφού η Ϲώνη σθένους ϑα είναι ήδη γεµάτη
µε ηλεκτρόνια (γιατί ;). ΄Ετσι η ύπαρξη µερικών ηλεκτρονίων στη Ϲώνη αγωγιµότητας
ϑα επιτρέψει την ύπαρξη µικρής αγωγιµότητας σ΄ αυτή τη δοµή. Τέτοιοι ηµιαγωγοί
ονοµάζονται ηµιαγωγοί τύπου -n (n από το negative = αρνητικός).

Αν ο εµπλουτισµός γίνεται µε άτοµα τρισθενούς στοιχείου, τότε για κάθε άτοµο
τρισθενούς στοιχείου ϑα εµφανιστεί έλλειψη ενός ηλεκτρονίου στους οµοιοπολικούς
δεσµούς που ϑα κάνει µε το πυρίτιο κι έτσι η Ϲώνη σθένους δε ϑα είναι πλήρως κα-
τειληµµένη Κατά συνέπεια τα ηλεκτρόνια της Ϲώνης σθένους ϑα έχουν περιθώριο να
µεταβούν στις αµέσως ανώτερες µη κατειληµµένες στάθµες της Ϲώνης τους και ϑα εµφα-
νίσουν µια µικρή αγωγιµότητα. Τέτοιοι ηµιαγωγοί ονοµάζονται ηµιαγωγοί τύπου - p
(p από το possitive = ϑετικός). Για λόγους ευκολίας, τις µη κατειληµµένες καταστάσεις
της Ϲώνης σθένους µπορούµε να τις χειριστούµε σαν ηλεκτρόνια µε ϑετικό ϕορτίο, τις
επονοµαζόµενες οπές.

΄Οταν έρθει σε επαφή η επιφάνεια ενός ηµιαγωγού τύπου - p µε την επιφάνεια
ενός ηµιαγωγού τύπου - n δηµιουργείται η λεγόµενη επαφή p− n. Τα ελεύθερα
ηλεκτρόνια της Ϲώνης αγωγιµότητας του ηµιαγωγού τύπου - n ϑα προσπαθήσουν να
διαχυθούν στον ηµιαγωγό τύπου - p. Οµοίως οι οπές ϑα προσπαθήσουν να διαχυθούν
στον ηµιαγωγό τύπου - n. ΄Οµως µόλις αρχίσει να γίνεται η διάχυση των ηλεκτρονίων,
πίσω τους ϑα µένει ένα πλεόνασµα ϑετικού ϕορτίου από τους πυρήνες των ατόµων
του πεντασθενούς στοιχείου. Οµοίως η διάχυση των οπών στον ηµιαγωγό τύπου -
p ϑα αφήσει πίσω της πλεόνασµα ηλεκτρονίων, δηλ. αρνητικό ϕορτίο. ΄Ετσι στον
ηµιαγωγό τύπου - n ϑα µαζευτεί ϑετικό ϕορτίο ενώ στον ηµιαγωγό τύπου p ϑετικό.
Αυτό ϑα έχει σαν αποτέλεσµα να δηµιουργηθεί στο χώρο γύρω από την επαφή p − n
ένα ηλεκτρικό πεδίο, που ϑα σταµατήσει την παραπέρα διάχυση οπών και ηλεκτρονίων
προς το απέναντι κοµµάτι της επαφής.

Τα ϕωτοβολταϊκά κύτταρα δεν είναι τίποτα περισσότερο από µια επαφή p − n πυ-
ϱιτίου. Αποτελούνται από δύο στρώµατα. Το πάνω στρώµα, στο οποίο πέφτει το ϕως,
είναι ένα λεπτό στρώµα τύπου - n, που περιέχει περίπου ένα άτοµο ϕωσφόρου ανά
χίλια άτοµα πυριτίου, ενώ το κάτω στρώµα, είναι ένα παχύ στρώµα τύπου - p, που
περιέχει περίπου ένα άτοµο ϐορίου ανά ένα εκατοµµύριο άτοµα πυριτίου.

΄Οταν το ϕως πέφτει στο πάνω στρώµα του πυριτίου, µερικά ηλεκτρόνια διεγείρονται
στη Ϲώνη αγωγιµότητας, αφήνοντας πίσω τους οπές στη Ϲώνη σθένους. Αυτό δηµιουργεί
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Σχήµα 6.6: Η λειτουργία του ϕωτοβολταϊκού κυττάρου

πλεόνασµα ηλεκτρονίων στη Ϲώνη αγωγιµότητας και πλεόνασµα οπών στη Ϲώνη σθένους
του. Αυτά τα ηλεκτρόνια και οι οπές απωθούνται από το ηλεκτρικό πεδίο (που έχει
δηµιουργηθεί, όπως είπαµε, πάνω στην επαφή p−n) και προχωρούν, τα µεν ηλεκτρόνια
προς την πάνω επιφάνεια του στρώµατος τύπου - n, οι δε οπές προς την κάτω επιφάνεια
του στρώµατος τύπου - p του πυριτίου. Κατ΄ αυτό τον τρόπο το στρώµα τύπου - n, έξω
από την περιοχή της επαφής, γίνεται αρνητικά ϕορτισµένο, ενώ το στρώµα τύπου - p
ϕορτίζεται ϑετικά µε αποτέλεσµα να δηµιουργείται διαφορά δυναµικού στα άκρα του
ϕωτοβολταϊκού κυττάρου. ΄Ετσι αν η πάνω επιφάνεια του πυριτίου, συνδέεται µε την
κάτω επιφάνειά του, µέσω ενός ηλεκτρικού κυκλώµατος, τότε το κύκλωµα αυτό ϑα
διαρρέεται από ϱεύµα, όσο στην πάνω επιφάνεια πέφτει ϕως.

Οι δύο πλευρές του ϕωτοβολταϊκού κυττάρου καλύπτονται µε µια αντιανακλαστική
επίστρωση έτσι ώστε να µην υπάρχουν απώλειες ηλιακού ϕωτός από ανάκλαση. (Χωρίς
αυτό, ϑα χανόταν περίπου το 30% της ηλιακής ακτινοβολίας).

6.2.3 ∆υνατότητες ϕωτοβολταϊκών κυττάρων

Υπό ισχυρό ηλιακό ϕως η ηλεκτρική τάση που αποδίδει ένα ϕωτοβολταϊκό κύτταρο
είναι περίπου 0.5V olt. ΄Ενα ϕωτοβολταϊκό κύτταρο µε επιφάνεια 100cm2 δίνει ϱεύ-
µα περίπου 3Ampere. Συνδέοντας σε σειρά τα ϕωτοβολταϊκά κύτταρα, µπορούµε να
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κατασκευάσουµε τα ϕωτοβολταϊκά στοιχεία που αποδίδουν περίπου 12V olt τάση. Τα
στοιχεία αυτά µπορούν να συνδεθούν σε συστοιχίες για να δώσουν µεγαλύτερες εντά-
σεις ϱεύµατος. Η τάση αυτή του συνεχούς ϱεύµατος µπορεί στη συνέχεια να µετατραπεί
σε εναλλασσόµενο και να µετασχηµατιστεί στην επιθυµητή τάση.

∆ύο µεγάλα πλεονεκτήµατα της δηµιουργίας ηλεκτρικής ενέργειας µε τα ϕωτοβολ-
ταϊκά κύτταρα (εκτός του ότι δε µολύνουν το περιβάλλον) είναι ότι δε χρειάζεται να είναι
όλα µαζί συγκεντρωµένα και ότι µπορούν να χρησιµοποιηθούν για κάθε χρήση (από
ϱολόγια χειρός και κοµπιουτεράκια, µέχρι εργοστάσια υψηλής ισχύος). ΄Ενα άλλο
πλεονέκτηµα είναι ότι η κατασκευή των στοιχείων και των συστοιχιών από τα ϕωτοβολ-
ταϊκά κύτταρα αντέχει για τουλάχιστον 20 χρόνια. Το µειονέκτηµα όµως αυτών των
συσκευών είναι ότι ο ήλιος δε ϕωτίζει τη νύχτα ή όταν είναι συννεφιά Κατά συνέπεια η
αποθήκευση της ενέργειας είναι απαραίτητη. Αυτό µπορεί να γίνει χρησιµοποιώντας
µπαταρίες, αλλά ένας άλλος τρόπος είναι να παράγεται Υδρογόνο από ηλεκτρόλυση
και η αποθήκευση της ενέργειας σαν χηµική ενέργεια στο Υδρογόνο. Αυτή η απο-
ϑηκευµένη ενέργεια µπορεί στη συνέχεια να ελευθερωθεί σε καθαρή µορφή (που δε
µολύνει το περιβάλλον) υπό µορφή ηλεκτρικής ενέργειας σε ένα fuel cell.

6.3 Πειραµατικό µέρος

Το ϕωτοβολταϊκό στοιχείο που υπάρχει στο εργαστήριο, αποδίδει µέγιστη τάση περίπου
3V olt υπό κάθετη πρόσπτωση των ακτίνων του ήλιου πάνω σ΄ αυτό, σε µια ηλιόλουστη
µέρα και µπορεί να δώσει ϱεύµα µερικά mAmpere. ΄Οπως αντιλαµβάνεστε όταν η
µέρα δεν είναι ηλιόλουστη, η απόδοση του ϕωτοβολταϊκού στοιχείου πέφτει.

Στο παρόν πείραµα ϑα προσπαθήσουµε να δούµε πώς η απόδοση του ϕωτοβολταϊ-
κού στοιχείου εξαρτάται από τη γωνία πρόσπτωσης της ϕωτεινής ακτινοβολίας και πώς
εξαρτάται από την απόσταση της ϕωτεινής πηγής. Για να µελετήσουµε την εξάρτηση
της απόδοσης του ϕωτοβολταϊκού στοιχείου από τη γωνία πρόσπτωσης της ϕωτεινής
ακτινοβολίας, ϑα πρέπει να µετρήσουµε την ένταση του ϱεύµατος που αποδίδει το ϕω-
τοβολταϊκό στοιχείο, όταν µεταβάλουµε τη γωνία πρόσπτωσης, κρατώντας σταθερή την
απόσταση ανάµεσα στη ϕωτεινή πηγή και το ϕωτοβολταϊκό στοιχείο.

Για να µελετήσουµε την εξάρτηση της απόδοσης του ϕωτοβολταϊκού στοιχείου από
την απόσταση ανάµεσα στη ϕωτεινή πηγή και στο ϕωτοβολταϊκό στοιχείο, ϑα πρέπει
να µετρήσουµε την ένταση του ϱεύµατος που αποδίδει το ϕωτοβολταϊκό στοιχείο, όταν
µεταβάλουµε την απόσταση αυτή, κρατώντας σταθερή τη γωνία πρόσπτωσης. (Θα µπο-
ϱούσαµε να κάνουµε τις µετρήσεις µας υπό κάθετη πρόσπτωση των ϕωτεινών ακτίνων
πάνω στο ϕωτοβολταϊκό στοιχείο, δηλαδή υπό γωνία πρόσπτωσης µηδέν).

Οι µετρήσεις της έντασης του ϱεύµατος γίνονται απ΄ ευθείας µε το αµπερόµετρο το
οποίο µας δίνεται στο εργαστήριο. Οι µετρήσεις αυτές µπορούν να γίνουν χωρίς την
παρέµβαση κάποιας αντίστασης. Σ΄ αυτή την περίπτωση µετράµε το µέγιστο ϱεύµα που
µπορεί να αποδώσει το ϕωτοβολταϊκό στοιχείο υπό τη συγκεκριµένη γωνία πρόσπτωσης
του ϕωτός και για τη συγκεκριµένη απόσταση του ϕωτοβολταϊκού στοιχείου από την
πηγή του ϕωτός.

Για το πείραµά µας, ως πηγή του ϕωτός ϑα πάρουµε µια λάµπα πυρακτώσεως πε-
ϱίπου 100Watt που µας δίνεται στο εργαστήριο. Τοποθετούµε τη λάµπα σε απόσταση
10cm ανάµεσα στο νήµα πυρακτώσεως και στο ϕωτοβολταϊκό κύτταρο, ϕροντίζοντας
ώστε η νοητή ευθεία ανάµεσα στο νήµα πυρακτώσεως και στο ϕωτοβολταϊκό στοιχείο
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Ηλιακο Κυτταρο

Σχήµα 6.7: Οι µετρήσεις πρέπει να γίνουν πάνω στα σηµεία που ϕαίνονται στο σχήµα

να είναι κάθετη στην επιφάνεια του ϕωτοβολταϊκού στοιχείου και να περνάει απ΄ το
κέντρο του και µετράµε την ένταση του ϱεύµατος που αποδίδει το ϕωτοβολταϊκό κύτ-
ταρο (ϐλέπε σχήµα). (Προφανώς αυτή η νοητή ευθεία συµπίπτει µε τη ϕωτεινή ακτίνα
που διέρχεται από το κέντρο του ϕωτοβολταϊκού στοιχείου).

Την απόσταση ανάµεσα στο νήµα πυρακτώσεως και το ϕωτοβολταϊκό στοιχείο, τη
µετράµε µε ένα µέτρο που µας δίνεται ή είναι ήδη προσδιορισµένη πάνω σε ένα χαρ-
τόνι.

Επαναλαµβάνουµε την ίδια µέτρηση µεταβάλλοντας την απόσταση ανά 10cm, µέχρι
το µήκος του ενός µέτρου. (Συνολικά 9 µετρήσεις.) Αφού ολοκληρώσουµε το πρώτο
σετ των 9 µετρήσεων, επαναλαµβάνουµε τις ίδιες µετρήσεις 5 ϕορές και για κάθε
διαφορετική απόσταση προσδιορίζουµε την τιµή της έντασης του ϱεύµατος, για κάθε
διαφορετική απόσταση, µε στατιστικό τρόπο (µέση τιµή, σφάλµα µέσης τιµής, κτλ).

Στη συνέχεια διατηρώντας σταθερή την απόσταση στα 30cm, ανάµεσα στο ϕωτο-
ϐολταϊκό στοιχείο και στη ϕωτεινή πηγή, ϑα µετρήσουµε τις τιµές της έντασης του
ϱεύµατος αλλάζοντας τη γωνία πρόσπτωσης των ϕωτεινών ακτίνων. Από το προηγού-
µενο σετ µετρήσεων έχετε ήδη προσδιορίσει τη µέτρηση της έντασης του ϱεύµατος για
γωνία πρόσπτωσης ίσης µε 0o σε απόσταση 30cm. Κάντε τώρα τις ίδιες µετρήσεις (ϐλέ-
πε σχήµα) για γωνίες πρόσπτωσης 15o, 30o, 45o, 60o, 75o, 90o αριστερά και δεξιά από
την κάθετη ευθεία στην επιφάνεια του ϕωτοβολταϊκού κυττάρου (διατηρώντας πάντα
την απόστασή ανάµεσα στο ϕωτοβολταϊκό στοιχείο και τη ϕωτεινή πηγή στα 30cm).

Επεξεργασία των µετρήσεων

1. Κάντε στατιστική ανάλυση των αποτελεσµάτων και ϐρείτε την πιθανότερη τιµή
του ϱεύµατος (µέση τιµή) και την τυπική απόκλιση των µετρήσεών σας, όπως
αναφέρεται στο πρώτο µέρος του ϐιβλίου. Απορρίψετε όσες τιµές χρειάζεται να
απορριφθούν και προσδιορίστε εκ νέου την πιθανότερη τιµή της έντασης του
ϱεύµατος και το τυπικό σφάλµα της µέσης τιµής, για κάθε απόσταση και για
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κάθε γωνία, που έχετε πάρει µετρήσεις.

2. Τοποθετήστε σε µιλιµετρέ χαρτί (ή µε κάποιο πρόγραµµα γραφικών σε υπολο-
γιστή) τις τιµές του ϱεύµατος που µετρήσατε (δηλ. αυτές που ϐρήκατε από τη
στατιστική ανάλυση), ως συνάρτηση του αντιστρόφου του τετραγώνου της από-
στασης 1/r2. (∆ηλαδή στον άξονα yy′ ϑα τοποθετήσετε τις τιµές της έντασης
του ϱεύµατος και στον άξονα xx′ τις τιµές του αντιστρόφου του τετραγώνου της
απόστασης 1/r2 ανάµεσα στο ϕωτοβολταϊκό στοιχείο και τη ϕωτεινή πηγή.)

3. Τα πειραµατικά σας σηµεία που τοποθετήσατε στο µιλιµετρέ χαρτί, ϑα πρέπει
να σχηµατίζουν ευθεία. Με τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων προσδιορίστε
αυτή την ευθεία για την ένταση του ϱεύµατος, ως συνάρτηση του αντιστρόφου
του τετραγώνου της απόστασης. Τι συµπέρασµα ϐγάζετε για την εξάρτηση της
έντασης του ϱεύµατος που αποδίδει το ϕωτοβολταϊκό στοιχείο, ως συνάρτηση της
απόστασης της ϕωτεινής πηγής απ΄ αυτό ;

4. Τοποθετήστε σε µιλιµετρέ χαρτί (ή µε κάποιο πρόγραµµα γραφικών σε υπολογι-
στή) τις τιµές της έντασης του ϱεύµατος, που µετρήσατε για σταθερή απόσταση
30cm, ως συνάρτηση της γωνίας πρόσπτωσης των ϕωτεινών ακτίνων πάνω στην
επιφάνεια του ϕωτοβολταϊκού στοιχείου. Τις γωνίες που µετρήσατε αριστερά από
την κάθετη ευθεία στην επιφάνεια του ϕωτοβολταϊκού στοιχείου ϑεωρήστε τις ως
αρνητικές γωνίες ενώ αυτές που µετρήσατε δεξιά ϑεωρήστε τις ϑετικές. Αν I0
είναι η τιµή της έντασης που µετρήσατε για την κάθετη γωνία πρόσπτωσης (δηλ.
για γωνία 0), κάντε στο ίδιο µιλιµετρέ χαρτί τη γραφική παράσταση της συνάρτη-
σης I0 cosφ. Τι συµπέρασµα ϐγάζετε για την εξάρτηση της έντασης του ϱεύµατος
από τη γωνία πρόσπτωσης ;

5. Αν ϑεωρήσουµε ότι η ένταση που αποδίδει ένα ϕωτοβολταϊκό στοιχείο δεν εξαρ-
τώνται από άλλους παράγοντες εκτός από την ένταση της ϕωτεινής πηγής J , τη
γωνία πρόσπτωσης φ της ϕωτεινής ακτινοβολίας πάνω στην επιφάνεια του ϕω-
τοβολταϊκού στοιχείου και την απόσταση r της ϕωτεινής πηγής απ΄ αυτήν, ποια
σχέση συνδέει την ένταση που αποδίδει το ϕωτοβολταϊκό στοιχείο µε τα τρία αυτά
µεγέθη σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα του πειράµατος ;

6. ΄Οπως ϑα έχετε ήδη δει, η απόδοση ενός ϕωτοβολταϊκού στοιχείου εξαρτάται από
την απόστασή του από την πηγή του ϕωτός. Πόσο πολύ ϑα διαφέρει η απόδοσή
του αν τοποθετηθεί στα Ιµαλάια, σε σχέση µε αν τοποθετηθεί στην επιφάνεια της
ϑάλασσας, µε την προϋπόθεση πάντα ότι ο ήλιος πέφτει κάθετα στην επιφάνειά
του ;

7. Μια οικογένεια τεσσάρων ατόµων χρειάζεται περίπου 4500kWh ηλεκτρική ενέρ-
γεια στη διάρκεια ενός έτους. Κατά µέσο όρο τα ϕωτοβολταϊκά κύτταρα µπορούν
στη διάρκεια ενός έτους να παράγουν 100kWh/m2. Υπολογίστε πόσα τετραγωνι-
κά µέτρα (m2) ηλιακών κυττάρων ϑα χρειαστεί αυτή η οικογένεια για να καλύψει
τις ανάγκες της σε ηλεκτρική ενέργεια.

8. ∗ Τι είναι τα ενεργειακά χάσµατα ;

9. ∗ Πότε ένα υλικό είναι αγωγός, ηµιαγωγός, µονωτής ;
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10. ∗ Εξηγήστε µε δικά σας λόγια πώς η επαφή p− n λειτουργεί σα δίοδος ;

11. ∗ Πώς λειτουργεί το ϕωτοβολταϊκό κύτταρο ; 2

6.4 Βιβλιογραφία

Χρήσιµες πληροφορίες µπορείτε να ϐρείτε στις παρακάτω διευθύνσεις του διαδικτύου

1. www.eere.energy.gov/pv

2. acre.murdoch.edu.au/refiles/pv

3. www.solareco.com/articles/articles.cfm?ct=1000

4. www.solarserver.de/wissen/photovoltaik-e.html

5. cnx.rice.edu/content/m11343/latest

2Οι ερωτήσεις µε αστεράκι είναι προαιρετικές



Κεφάλαιο 7

Ηλεκτρόλυση του νερού

7.1 Εισαγωγή

Ηλεκτρόλυση είναι η διαδικασία κατά την οποία πραγµατοποιείται µια αντίδραση διά-
σπασης µιας χηµικής ένωσης στα στοιχεία τα οποία την αποτελούν, κατά τη διέλευση
ηλεκτρικού ϱεύµατος µέσα από ένα διάλυµα αυτής της ένωσης.

Η ηλεκτρόλυση πραγµατοποιείται µέσα σε µια συσκευή Hoffman (ή ευδιόµετρο)
η οποία αποτελείται από δυο ογκοµετρικούς συγκοινωνούντες σωλήνες στους οποίους
τοποθετείται το διάλυµα της ένωσης που πρόκειται να διασπαστεί. Κατά την ηλε-
κτρόλυση διαχωρίζονται σ΄ αυτούς τους σωλήνες τα στοιχεία που προκύπτουν από τη
διάσπαση, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Η διάσπαση επιτυγχάνεται µέσω µιας διαφο-
ϱάς δυναµικού που εφαρµόζεται στα άκρα των ηλεκτροδίων που ϐρίσκονται µέσα σ΄
αυτούς τους σωλήνες από µια εξωτερική πηγή συνεχούς ηλεκτρικής τάσης. Υπό την
επίδραση της τάσης αυτής, τα ιόντα που αποτελούν τη χηµική ένωση αναγκάζονται
να διαχωριστούν µεταξύ τους και όταν ϕτάσουν στα ηλεκτρόδια προσλαµβάνουν (ή
απορρίπτουν) ηλεκτρόνια και γίνονται ηλεκτρικά ουδέτερα. Αν τα ουδέτερα αυτά µό-
ϱια είναι αέρια, εγκλωβίζονται στους ογκοµετρικούς σωλήνες και έτσι επιτυγχάνεται ο
διαχωρισµός τους.

Στην περίπτωση της ηλεκτρόλυσης του νερού λαµβάνουν χώρα οι εξής αντιδράσεις

4H2O + 4e− −→ 4OH− + 2H2 στην άνοδο (7.1)
2H2O −→ O2 + 4H+ + 4e− στην κάθοδο (7.2)

(Κάθοδος είναι το ηλεκτρόδιο που συνδέεται στο ϑετικό πόλο της πηγής και άνοδος
αυτό που συνδέεται στον αρνητικό πόλο.)

Συνολικά η αντίδραση µπορεί να γραφεί 6H2O −→ 4OH− + 4H+ + 2H2 + O2 ή
πιο απλά 2H2O −→ 2H2 +O2

Στην ηλεκτρόλυση οι ϕορείς του ηλεκτρικού ϱεύµατος δεν είναι τα ηλεκτρόνια,
όπως είναι στα καλώδια, αλλά τα ίδια τα ιόντα των ενώσεων που διασπώνται Τα ϑετικά
ιόντα έλκονται από την άνοδο από την οποία προσλαµβάνουν όσα ηλεκτρόνια τους
χρειάζονται για να γίνουν ουδέτερα, ενώ τα αρνητικά ιόντα έλκονται από την κάθοδο
στην οποία εναποθέτουν την περίσσεια ηλεκτρονίων που κατέχουν και γίνονται επίσης
ουδέτερα.
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7.2 Πειραµατικό µέρος

Το πείραµα που πρόκειται να εκτελέσουµε αναφέρεται στην ηλεκτρόλυση του νερού.
΄Οπως είπαµε η ηλεκτρόλυση γίνεται µέσα στο ευδιόµετρο, στα άκρα του οποίου εφαρ-
µόζεται µια ηλεκτρική τάση, η οποία (στην περίπτωσή µας) παράγεται από το ηλιακό
κύτταρο. Το ευδιόµετρο που ϑα χρησιµοποιήσουµε διαθέτει ογκοµετρική κλίµακα και
από τις δύο πλευρές του. Μας δίνει έτσι τη δυνατότητα να µετρήσουµε διαφορές όγκου
που ϑα προκύψουν όταν το νερό ϑα µετατραπεί σε οξυγόνο και υδρογόνο.

Γεµίζουµε το ευδιόµετρο µε απεσταγµένο νερό και από τις δύο πλευρές του, µέχρι
του σηµείου που η ογκοµετρική κλίµακα δείχνει µηδέν. Σ΄ αυτή την ένδειξη το ευ-
διόµετρο περιέχει ίσους όγκους νερού και από τη µία πλευρά του και από την άλλη.
Συνδέουµε τα άκρα του ευδιοµέτρου µε το ηλιακό κύτταρο και ενδιάµεσα έχουµε πα-
ϱεµβάλει ένα αµπερόµετρο για τη µέτρηση της έντασης του ϱεύµατος που διαρρέει το
το κύκλωµα κατά τη διάρκεια του πειράµατος. Μπροστά στο ηλιακό κύτταρο και σε
απόσταση 10cm περίπου τοποθετούµε λαµπτήρα 100 − 150Watt ο οποίος ϕωτίζει το
ηλιακό κύτταρο για να µετατρέψει τη ϕωτεινή ενέργεια σε ηλεκτρική.

Τη χρονική στιγµή t = 0 κλείνουµε το κύκλωµα και η ηλεκτρόλυση ξεκινάει. Το
νερό αρχίζει να µετατρέπεται σε οξυγόνο και υδρογόνο. Με το χρονόµετρο που µας
δίνεται µετράµε το χρόνο και σηµειώνουµε τις ενδείξεις του κάθε ϕορά που παράγεται
ένα επιπλέον ml υδρογόνου. Την ίδια στιγµή σηµειώνουµε πόσα ml οξυγόνου παρά-
γονται στην άλλη πλευρά του ευδιοµέτρου. Προσέχουµε να µη µετακινούνται η λάµπα
και το ηλιακό κύτταρο, ώστε να µη µεταβάλλεται η ένδειξη του αµπεροµέτρου κατά
τη διάρκεια του πειράµατος. ΄Οταν δηµιουργηθούν 10ml υδρογόνου, σταµατάµε το
πείραµα και µετράµε το χρόνο που χρειάστηκε για τη δηµιουργία 10ml υδρογόνου.

Στη συνέχεια αδειάζουµε το υδρογόνο και το οξυγόνο από το ευδιόµετρο και µε-
τράµε τη µεταβολή του όγκου του νερού που µετατράπηκε σε υδρογόνο και οξυγόνο.

Στη συνέχεια εκτελούµε ακριβώς το ίδιο πείραµα αποµακρύνοντας όµως αυτή τη
ϕορά τη λάµπα από το ηλιακό κύτταρο έτσι ώστε η ένδειξη του αµπεροµέτρου να πέσει
στο µισό και κάνουµε τις ίδιες µετρήσεις.

7.3 Επεξεργασία των πειραµατικών δεδοµένων

.
1. Για τις δύο σειρές µετρήσεων που πήρατε µε διαφορετική ένταση ϱεύµατος,

παραστήστε σε µιλιµετρέ χαρτί (ή µε κάποιο πρόγραµµα γραφικών στον ηλεκτρονικό
υπολογιστή) τον όγκο του υδρογόνου και του οξυγόνου που δηµιουργούνται κατά την
ηλεκτρόλυση ως συνάρτηση του χρόνου. ΄Οπως ϑα δείτε τα σηµεία αυτά προσεγγίζουν
πολύ καλά µια ευθεία. Με τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων προσδιορίστε τις
τέσσερις αυτές ευθείες.

2. Συγκρίνοντας τους όγκους υδρογόνου και οξυγόνου που παράγονται κατά την
ηλεκτρόλυση από τις δύο σειρές µετρήσεων, δείξτε ότι σε κάθε χρονική στιγµή ο όγκος
του παραγόµενου υδρογόνου είναι διπλάσιος από τον όγκο του οξυγόνου. ( Για να
το κάνετε αυτό ϐρείτε για κάθε µέτρηση το λόγο του όγκου υδρογόνου προς τον όγκο
οξυγόνου και δείξτε ότι η µέση τιµή του είναι 2).
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Σχήµα 7.1: Η συσκευή Hoffman (ή ευδιόµετρο) για την ηλεκτρόλυση του H2O

3. Από τη γνωστή σχέση

Ρυθµός µεταβολήςV =
δV

δt
=
V (t+ δt)− V (t))

δt
(7.3)

ϐρείτε το ϱυθµό µεταβολής του όγκου του παραγόµενου υδρογόνου και οξυγόνου από
τις δύο σειρές µετρήσεων. ∆είξτε ότι ο ϱυθµός µεταβολής του όγκου των παραγόµενων
ποσοτήτων είναι ανάλογος του ϱεύµατος που διαρρέει το κύκλωµα. Συγκρίνεται τους
ϱυθµούς µεταβολής του όγκου µε τις κλίσεις των αντίστοιχων ευθειών που ϐρήκατε στο
(1).

4. ΄Εχοντας υπ΄ όψη ότι η πυκνότητα του νερού είναι ρ = 1gr/cm3, και ότι τα
ατοµικά ϐάρη υδρογόνου και οξυγόνου είναι αντίστοιχα 1 και 16, χρησιµοποιήστε
τη µέτρηση που ϐρήκατε για τον όγκο του υγρού νερού που µετατρέπεται σε 10ml
υδρογόνου και 5ml οξυγόνου για να ϐρείτε πόσος είναι ο όγκος ενός mole αερίου
υπό κανονικές συνθήκες. (Θεωρήστε ότι οι συνθήκες του πειράµατος είναι κανονικές).
Συµφωνεί το αποτέλεσµά σας µε τα 22, 4lit που όλοι γνωρίζουµε από τη ϐιβλιογραφία ;

5. Κατά την ηλεκτρόλυση του νερού κάθε ιόν οξυγόνου αφήνει στην άνοδο 2
ηλεκτρόνια για να γίνει ουδέτερο και εποµένως κάθε µόριο οξυγόνου αφήνει τέσσερα
ηλεκτρόνια. Αυτό περιγράφεται συµβολικά στις χηµικές εξισώσεις που είδαµε νωρίτε-
ϱα. Στις ίδιες εξισώσεις είδαµε ότι κάθε ιόν υδρογόνου, προσλαµβάνει ένα ηλεκτρόνια
για να γίνει ουδέτερο και εποµένως κάθε µόριο υδρογόνου προσλαµβάνει 2 ηλεκτρό-
νια. ΄Ετσι για κάθε 4 ηλεκτρόνια που ϱέουν µέσα στο καλώδιο, δηµιουργούνται ένα
µόριο οξυγόνου και δύο µόρια υδρογόνου.
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Εφ όσον το ϱεύµα είναι σταθερό καθ΄ όλη τη διάρκεια του πειράµατος, το ϕορτίο
που ϑα περάσει µέσα από το καλώδιο ϑα είναι ίσο µε Q = It, όπου I το ϱεύµα που
µετράµε στο αµπερόµετρο, το οποίο διαρρέει το κύκλωµα και t ο συνολικός χρόνος
για τη δηµιουργία συγκεκριµένης ποσότητας υδρογόνου (ή οξυγόνου). Στην περίπτωσή
µας ο χρόνος t ϑα είναι ο χρόνος για τη δηµιουργία 10ml υδρογόνου. ∆εδοµένου ότι
ένα ηλεκτρόνιο έχει ϕορτίο 1.6 × 10−19Cb, µπορούµε να ϐρούµε πόσα ηλεκτρόνια
πέρασαν από το καλώδιο στο χρόνο t και κατά συνέπεια πόσα ιόντα υδρογόνου ή
οξυγόνου µεταφέρθηκαν στα ηλεκτρόδια του ευδιοµέτρου για να µετατραπούν σε µόρια
υδρογόνου και οξυγόνου αντίστοιχα. Μπορούµε λοιπόν κατά συνέπεια να γνωρίζουµε
πόσα µόρια υδρογόνου δηµιουργήθηκαν στο χρόνο t, όταν ξέρουµε πόσα ηλεκτρόνια
πέρασαν από το κύκλωµα µέσα σ΄ αυτό το χρόνο.

Λαµβάνοντας υπ΄ όψη ότι 1mole αερίου καταλαµβάνει 22.4lit υπό κανονικές συν-
ϑήκες, υπολογίστε τον αριθµό Avogadro, (δηλαδή πόσα µόρια αερίου υπάρχουν σε
όγκο 22.4lit), όταν γνωρίζετε πόσα µόρια υδρογόνου υπάρχουν στα 10ml. Συγκρίνε-
ται την τιµή που ϑα ϐρείτε µε τη γνωστή από τη ϐιβλιογραφία τιµή του αριθµού του
Avogadro που είναι NA = 6, 023× 1023.

6. ΄Οπως είπαµε, κατά την ηλεκτρόλυση του νερού, το υδρογόνο παράγεται στην
άνοδο και το οξυγόνο στην κάθοδο. Αν δε γνωρίζατε πού ϐρίσκεται η κάθοδος και πού
η άνοδος της συσκευής Hoffman ϑα µπορούσατε να αναγνωρίσετε πού παράγεται
υδρογόνο και πού οξυγόνο ;

7.4 Βιβλιογραφία

Χρήσιµες πληροφορίες µπορείτε να ϐρείτε στις παρακάτω διευθύνσεις του διαδικτύου

1. www.cheminst.ca/ncw/experiments/eelectrowater.html

2. www.nmsea.org/Curriculum/7_12/electrolysis/electrolysis.htm

3. www.miniscience.com/projects/WaterElectrolise.htm

4. www.haverford.edu/educ/knight-booklet/electrolysis.htm

5. dwb.unl.edu/Chemistry/MicroScale/MScale28.html

6. www.people.virginia.edu/˜kei4b/TechnologyandTeaching/electrolysis_
of_water.htm µε χρήσιµες παραποµπές (links)



Κεφάλαιο 8

Μπαταρία Υδρογόνου

8.1 Εισαγωγή

8.1.1 Μπαταρίες

Η ηλεκτρόλυση είναι µια διαδικασία κατά την οποία χρησιµοποιείται η ηλεκτρική
ενέργεια για να προκαλέσει χηµική αντίδραση. Οι µπαταρίες χρησιµοποιούν τη χηµι-
κή αντίδραση για να παραχθεί η ηλεκτρική ενέργεια ως ϱοή ηλεκτρονίων - ηλεκτρικό
ϱεύµα - σε ένα εξωτερικό κύκλωµα. Κατά τη διαδικασία αυτή καταναλώνονται τα υλικά
που απαρτίζουν την µπαταρία και ενέργεια αποθηκεύεται στην µπαταρία µε τη µορφή
χηµικής ενέργειας.

΄Ολες οι µπαταρίες που χρησιµοποιούνται πρέπει να είναι επαναφορτιζόµενες, δηλ.
οι χηµικές αλλαγές κατά τη διάρκεια της αποφόρτισης πρέπει να είναι αντιστρεπτές.
Οι µπαταρίες πρέπει επίσης, όσο το δυνατόν περισσότερο, να είναι ελαφριές, να κα-
ταλαµβάνουν σχετικά µικρό όγκο και να µπορούν να επαναφορτιστούν γρήγορα. Η
εντατική έρευνα σε αυτό το πεδίο έρευνας έχει οδηγήσει σε σηµαντική ϐελτίωση της τε-
χνολογίας των µπαταριών, αλλά η πλήρωση και των τριών αυτών κριτηρίων τοποθετείται
µακροπρόθεσµα.

8.1.2 Κύτταρα καυσίµων (fuel cells)

Η αποδοτικότητα των κυττάρων καυσίµων είναι πολύ µεγαλύτερη από αυτή των µη-
χανών εσωτερικής καύσης (ICE), και δεν υπόκεινται στον περιορισµό του Carnot. (Ο
Carnot έχει αποδείξει πως καµιά µηχανή δεν µπορεί να µετατρέψει σε ποσοστό 100%
τη ϑερµότητα σε µηχανικό έργο. ∆ηλαδή υπάρχει απώλεια ενέργειας στη µηχανή).

Τα κύτταρα καυσίµων δεν έχουν συνήθως κανένα µηχανικά κινούµενο µέρος , µε
αποτέλεσµα να λειτουργούν χωρίς παραγωγή ήχου και να χρειάζονται λίγη συντήρηση.
Ακόµα, καταναλώνουν τα καύσιµα σε ένα ποσοστό αυστηρά ανάλογο προς το ϕορτί-
ο. Εάν το καύσιµο είναι υδρογόνο, κανένας ϱύπος δεν διαµορφώνεται και το µόνο
προϊόν είναι το νερό. Εάν τα καύσιµα περιέχουν άνθρακα, αναλογικά λιγότερο ποσο-
στό CO2 ϑα απελευθερωθεί στην ατµόσφαιρα, λόγω της υψηλότερης αποδοτικότητας
των κυττάρων καυσίµων.
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8.2 Πώς δουλεύει ένα κύτταρο καυσίµων

Το κύτταρο καυσίµων υδρογόνου είναι σε γενικές γραµµές το απλούστερο από αυτά
που υπάρχουν και περιγράφεται ως εξής.

Το ϐασικό κύτταρο (σχ.1) αποτελείται από δύο πορώδη ηλεκτρόδια άνθρακα που
συνδέονται µε µια µεµβράνη ηλεκτρολυτικών πολυµερών. ΄Εξω από τα ηλεκτρόδια
υπάρχουν υποδοχείς ϱοής αερίων . Αυτοί περιέχουν κανάλια για να εξασφαλιστεί ότι
τα αέρια είναι σε επαφή µε ολόκληρη την επιφάνεια των ηλεκτροδίων. Χρησιµεύουν
επίσης να αφαιρέσουν το νερό που παράγεται κατά τη διαδικασία.

Η οξείδωση (απώλεια ηλεκτρονίων) εµφανίζεται στην άνοδο και η αναγωγή (λήψη
ηλεκτρονίων) στην κάθοδο. Τα καύσιµα - σε αυτήν την περίπτωση, το υδρογόνο - οξει-
δώνεται στην άνοδο και απελευθερώνει ηλεκτρόνια. Αυτά τα ηλεκτρόνια µπορούν να
ϱεύσουν από την άνοδο (που εποµένως γίνεται το αρνητικό τερµατικό του κυττάρου)
γύρω από το εξωτερικό κύκλωµα στην κάθοδο (που εποµένως είναι το ϑετικό τερ-
µατικό).Ιόντα υδρογόνου ϱέουν µέσω της µεµβράνης πολυµερών ηλεκτρολυτών στην
κάθοδο για να ισορροπηθεί το ϕορτίο.

΄Ενα κύτταρο καυσίµων µπορεί εποµένως να παρέχει ένα ϱεύµα µε τον ίδιο τρόπο
όπως ένα κύτταρο αποθήκευσης (µπαταρία). Εντούτοις, σε αντίθεση µε µια µπαταρία,
το κύτταρο καυσίµων δεν χρειάζεται καµία επαναφόρτιση και τα ηλεκτρόδιά του είναι
αµετάβλητα. Οι αντιδράσεις που εµφανίζονται στο κύτταρο είναι :

Στην άνοδο: 2H2(g) → 4H+ + 4e− (8.1)

Στην κάθοδο: O2(g) + 4H+ + 4e− → 2H2O(l) (8.2)

Συνολικά: 2H2(g) +O2(g) → 2H2O(l) (8.3)

Το κύτταρο καυσίµων υδρογόνου έχει µια µέγιστη ϑεωρητική τάση 1.23V (που είναι
επίσης η ελάχιστη τάση που απαιτείται για την αποσύνθεση του ύδατος από την ηλε-
κτρόλυση). Στην πράξη, λόγω των απωλειών που προκαλούνται από την όχι πλήρη
αντίδραση που συµβαίνει στο κύτταρο καυσίµων, την εσωτερική αντίσταση και την
ανεπαρκή διάχυση των αερίων, η αποκτηθείσα τάση είναι 0.6− 0.9V συνεχούς ϱεύµα-
τος (DC). Μεγαλύτερες τάσεις µπορούν να ληφθούν µε τη σύνδεση των κυττάρων σε
σειρά. Τα κύτταρα που συνδέονται παράλληλα παρέχουν µεγαλύτερα ϱεύµατα. Το µέ-
γιστο ϱεύµα που µπορεί να παραχθεί από ένα κύτταρο καυσίµων είναι ανάλογο προς
την περιοχή επιφάνειας των ηλεκτροδίων του. Προς το παρόν η µέγιστη αποκτήσιµη
πυκνότητα ϱεύµατος (ϱεύµα ανά µονάδα επιφάνειας) είναι περίπου 2Acm−2.

Η αντίδραση στα ηλεκτρόδια ϑα ήταν πάρα πολύ αργή χωρίς την χρήση κάποιου
καταλύτη, ο οποίος για τα κύτταρα καυσίµων υδρογόνου είναι συνήθως ο λευκόχρυσος.

Επειδή τα κύτταρα καυσίµων µπορούν να συνδεθούν µεταξύ τους µε διάφορους
τρόπους όπως ήδη αναφέραµε, µπορούν να χρησιµοποιηθούν για όλα τα είδη εφαρ-
µογών, από τις ϕορητές µπαταρίες στους µεγάλους σταθµούς παραγωγής ηλεκτρικού
ϱεύµατος.

8.3 Πρωτονιοανταλλακτικές µεµβράνες (PEMs)

Το κύτταρο καυσίµων πρωτονιοανταλλακτικής µεµβράνης ή το κύτταρο καυσίµων ηλε-
κτρολυτικής µεµβράνης πολυµερών (PEMFC) είναι πιθανώς το πιό ευπροσάρµοστο
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Σχήµα 8.1: ∆ιάταξη ενός τυπικού κυττάρου καυσίµων Υδρογόνου

καθώς επίσης και το απλούστερο στο σχέδιο. Στο εσωτερικό του ϐρίσκεται η µεµβράνη
ηλεκτροδίου. Τα ηλεκτρόδια άνθρακα είναι πορώδη, και είναι εµπλουτισµένα µε πολύ
λεπτά τµήµατα λευκοχρύσου ο οποίος λειτουργεί ως καταλύτης και είναι παράλληλα
χηµικά αδρανής. ∆εδοµένου ότι ο λευκόχρυσος είναι ένας σηµαντικός παράγοντας στο
κόστος των κυττάρων, πρόσφατη έρευνα έχει αφιερωθεί στη µείωση του µεγέθους των
µορίων, αυξάνοντας έτσι την περιοχή επιφάνειας ανά µονάδα µάζας του λευκόχρυσου,
και στην οµοιόµορφη διάδοση των µορίων στο χώρο.

Ο ηλεκτρολύτης είναι µια µεµβράνη που αποτελείται από ένα στερεό πολυµερές το
οποίο άγει πρωτόνια.

Η µεµβράνη για να δώσει τη µέγιστη αγωγιµότητα πρέπει να ενυδατωθεί πλήρως
κατά τη διάρκεια της λειτουργίας. Αυτό σηµαίνει ότι τα PEMFCs πρέπει να λειτουρ-
γούν σε ϑερµοκρασίες κάτω από 100oC.

Τα ηλεκτρόδια άνθρακα είναι συνδεδεµένα µε την µεµβράνη του πολυµερούς, έτσι
ώστε η µεµβράνη να επεκτείνεται µερικώς στα πορώδη ηλεκτρόδια. Μια διεπαφή
του τύπου αέριο/καταλύτης/ηλεκτρολύτης διαµορφώνεται, έτσι ώστε ο καταλύτης να
ϐρίσκεται σε ταυτόχρονη επαφή µε το υδρογόνο ή το οξυγόνο, τον αγωγό πρωτονίων
(ο οποίος είναι η ηλεκτρολυτική µεµβράνη), και τον αγωγό των ηλεκτρονίων (το οποίο
είναι το ηλεκτρόδιο άνθρακα). Οι ηλεκτροχηµικές αντιδράσεις πραγµατοποιούνται σε
αυτά τα σηµεία της διεπαφής (σχήµα 2). Ολόκληρη η µεµβράνη ηλεκτροδίων έχει
πάχος λιγότερο από 1mm.

8.4 Πειραµατικό Μέρος

Η διαδικασία που συµβαίνει στο κύτταρο καυσίµου υδρογόνου, είναι η ακριβώς αντί-
ϑετη της ηλεκτρόλυσης του νερού.

Σε ένα κύτταρο καυσίµου η χαρακτηριστική καµπύλη δείχνει πώς το ϱεύµα που
παράγεται από το κύτταρο, εξαρτάται από την τάση.

Σκοπός του συγκεκριµένου πειράµατος είναι χρησιµοποιώντας τα αέρια οξυγόνο
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και υδρογόνο που παράγονται από την ηλεκτρόλυση του νερού, να τα αποθηκεύσουµε
σε ένα κύτταρο και να εξετάσουµε την παραγωγή ϱεύµατος και την εξάρτησή του
τελευταίου από την τάση.

Σχήµα 8.2: ∆ιατοµή µιας διάταξης µεµβρανικών ηλεκτροδίων, (πολυµερικός ηλεκτρολύτης)
στην οποία απεικονίζονται οι διαδικασίες που πραγµατοποιούνται κατά τη διάρκεια των αντι-
δράσεων στα κύτταρα καυσίµων.

Στην πειραµατική διαδικασία ακολουθείτε τα ίδια ϐήµατα που πραγµατοποιήθη-
καν για την ηλεκτρόλυση του νερού στο ευδιόµετρο, έχοντας επιπλέον συνδέσει µε
σωλήνες για τη µεταβίβαση αερίων, το ευδιόµετρο µε την µπαταρία όπου ϑα απο-
ϑηκευθεί το υδρογόνο. Ακόµα για την παρακολούθηση του παραγόµενου ϱεύµατος
συνδέστε µε ακροδέκτες την µπαταρία µε το αµπερόµετρο. Κλείνοντας το κύκλωµα
(η αντίσταση να ϐρίσκεται στη ϑέση ¨open¨) και ανάβοντας την ϕωτεινή πηγή (λάµπα)
ϑα ξεκινήσει η διαδικασία της ηλεκτρόλυσης και µεταφοράς των αερίων οξυγόνου και
υδρογόνου στην µπαταρία. Για να αποµακρυνθεί ο αέρας που ϐρίσκεται στη διάταξη,
αφήστε τη διαδικασία να εξελισσεται για 3 λεπτά µε τα κάτω άκρα της µπαταρίας ανοι-
κτά ώστε να απελευθερώνονται τα αέρια στο περιβάλλον. ΄Επειτα κλείστε µε πώµατα
τα άκρα και αφήστε τα παραγόµενα αέρια να αποθηκεύονται στην µπαταρία µέχρι να
δηµιουργηθούν 10ml αερίου υδρογόνου. Αποσυνδέστε από τη συσκευή το ηλιακό κύτ-
ταρο ώστε να σταµατήσει η διαδικασία και µε τους ακροδέκτες συνδέστε την µπαταρία
µε το ϐολτόµετρο. Καταγράψτε το ϱεύµα και την τάση της µπαταρίας αλλάζοντας την
αντίσταση µε τον διακόπτη, από τη ϑέση ¨open¨ µέχρι και τη ϑέση ¨lamp¨και ¨motor¨.

Πραγµατοποιείστε το ίδιο πείραµα αποσυνδέοντας το σωληνάριο που αντιστοιχεί
στο οξυγόνο από την µπαταρία. Με αυτό τον τρόπο ϑα χρησιµοποιήσετε το οξυγόνο
που ϐρίσκεται στον αέρα.

8.5 Ανάλυση αποτελεσµάτων - ερωτήσεις

1. Σχεδιάστε την χαρακτηριστική καµπύλη του κυττάρου (V − I) (άξονας x :I,
άξονας y:V ) και για τα δυο πειράµατα και ϐρείτε τη µέγιστη αποκτηθείσα τάση
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που δίνει το κύτταρο. Τοποθετήστε στην καµπύλη και τις τιµές για τα ¨lamp¨
και ¨motor¨. Σχολιάστε τις δυο γραφικές παραστάσεις και εξηγήστε τις διαφορές
τους (αν υπάρχουν).

2. Σχεδιάστε την καµπύλη ισχύος του κυττάρου (P−I) (άξονας x :I, άξονας y: P (σε
mW » και για τα δυο πειράµατα. Τοποθετήστε στην καµπύλη και τις τιµές για τα
¨lamp¨ και ¨motor¨. Σχολιάστε τις δυο γραφικές παραστάσεις.

3. Η ϑεωρητική µέγιστη τάση του κυττάρου καυσίµου υδρογόνου είναι 1.23V . ∆ια-
ϕέρει µε αυτήν που ϐρήκατε και αν ναι που οφείλεται αυτή η διαφορά.

4. Προτείνετε µερικούς τρόπους (τροποποιήσεις των κυττάρων) µε τους οποίους
µπορούµε να παράγουµε ακόµα µεγαλύτερα ϱεύµατα από κύτταρα καυσίµου
υδρογόνου.

Βιβλιογραφία
Χρήσιµες πληροφορίες µπορείτε να ϐρείτε στις παρακάτω διευθύνσεις :

1. www.heliocentris.com

2. www.clean-air.org

3. www.fuelcells.org

4. education.lanl.gov/resources/h2

5. physics4u.gr/energy/fuelcells.html

Σχήµα 8.3: Απεικόνιση πειραµατικής διάταξης αποτελούµενης από ηλιακό κύτταρο, ευδιόµε-
τρο, κύτταρο αποθήκευσης καυσίµων-µπαταρία υδρογόνου, αµπερόµετρο-ϐολτόµετρο
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Κεφάλαιο 9

Μέτρηση Ραδιενέργειας

9.1 Εισαγωγή

Η ιστορία της ϱαδιενέργειας αρχίζει το 1896, όταν ο Henry Becquerel, προς µεγάλη
του έκπληξη, ανακάλυψε ότι ένα άλας του Ουρανίου εξέπεµπε ένα καινούριο είδος
ακτινοβολίας, που ήταν τόσο ισχυρή ώστε να µπορεί να µαυρίζει µια ϕωτογραφική
πλάκα µέσα στο αδιαφανές της περιτύλιγµα. Το 1897 ο Rutherford, στις αρχικές του
µελέτες για τη ϱαδιενέργεια του Ουρανίου, ϐρήκε ότι η ακτινοβολία είναι τουλάχιστον
δύο ειδών. Στο ένα είδος ακτινοβολίας που είχε τη µεγαλύτερη δύναµη ιονισµού και τη
µικρότερη εµβέλεια, έδωσε το όνοµα ακτίνες α. Στο άλλο έιδος, που είχε µικρότερη
δύναµη ιονισµού και µεγαλύτερη εµβέλεια, έδωσε το όνοµα ακτίνες ϐ. Οι ακτίνες γ
αναγνωρίστηκαν ως ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία αρκετά χρόνια αργότερα.

Το πρόβληµα ποιά ήταν η πηγή της νέας αυτής ακτινοβολίας, αντιµετώπισαν µε-
ταξύ άλλων, οι Piere και Marie Curie οι οποίοι έδωσαν στο ϕαινόµενο αυτό το όνοµα
ϱαδιενέργεια. Η ϱαδιενέργεια εποµένως δεν είναι ενέργεια, όπως πολλοί ϕαντάζον-
ται, συγχέοντας το δεύτερο συνθετικό της λέξης µε την ενέργεια. Στην πραµατικότητα
ο όρος ϱαδιενέργεια προέρχεται από τη µετάφραση της λέξης radioactivity, δηλαδή η
‘ενέργεια’ (µε την έννοια της δραστικότητας) του Ραδίου. Ραδιενέργεια εποµένως είναι
η εκποµπή των ακτινοβολιών α,β και γ.

Σήµερα γνωρίζουµε πολύ καλά ότι οι ακτινοβολίες αυτές δεν είναι τίποτα άλλο πα-
ϱά ακτινοβολίες που προέρχονται από µεταπτώσεις µεταξύ των ενεργειακών σταθµών
του πυρήνα, όπως ακριβώς έχουµε δει ότι συµβαίνει µε τις µεταπτώσεις των ηλεκτρο-
νίων στις ενεργειακές στάθµες του ατόµου. Η διαφορά είναι ότι στις µεταπτώσεις του
πυρήνα εµφανίζεται µεγαλύτερη ποικιλία µηχανισµών απ΄ ότι στις µεταπτώσεις των
ηλεκτρονίων, όπου µοναδικός µηχανισµός µετάπτωσης, (όπως έχουµε ήδη δει στα
πειράµατα της ϕασµατοσκοπίας), είναι η εκποµπή ϕωτονίου κατά την αποδιέγερση
ενός ατόµου από µια στάθµη µεγαλύτερης ενέργειας, σε µια στάθµη µικρότερης. Μια
επίσης σηµαντική διαφορά είναι ότι οι ενέργειες που εκλύονται κατά τις ατοµικές µε-
ταπτώσεις είναι της τάξεως µερικών eV σε αντίθεση µε τις πυρηνικές µεταπτώσεις που
η εκλυόµενη ενέργεια είναι της τάξεως µερικών MeV .

΄Ετσι η ακτινοβολία α είναι η εκποµπή από των πυρήνα σωµατίων α, που ειναι
πυρήνες Ηλίου 4

2He (δηλ. δύο πρωτόνια και δύο νετρόνια συνδεδεµένα). Στην ακτι-
νοβολία α, ο πυρήνας εκπέµπει ένα µέρος του εαυτού του µε αποτέλεσµα, το στοιχείο
που αντιστοιχεί σ΄ αυτό τον πυρήνα, να µεταστοιχείωνεται στο στοιχείο που έχει δύο

81
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λιγότερα νετρόνια και δύο λιγότερα πρωτόνια από το αρχικό.
Η ακτινοβολία ϐ είναι η εκποµπή ηλεκτρονίου-αντινετρίνου (ή ποζιτρονίου-νετρίνου)

από τον πυρήνα µε αποτέλεσµα ο πυρήνας να αυξάνει (ή να ελατώνει) το ϕορτίο του
κατά µια µονάδα και το στοιχείο που αντιστοιχεί σ΄ αυτόν να µεταστοιχείωνεται στο
στοιχείο µε ένα επιπλέον (ή ένα λιγότερο) πρωτόνιο και ένα λιγότερο (ή ένα επιπλέον)
νετρόνιο.

Η ακτινοβολία γ έχει τον ίδιο µηχανισµό µε την εκποµπή ϕωτονίου κατά τις µετα-
πτώσεις ηλεκτρονίων των ατόµων, όπως τον έχουµε δει στα πειράµατα ϕασµατοσκοπίας.
Είναι και αυτή ϕωτόνια αλλά πολύ µεγαλύτερης ενέργειας απ΄ αυτής των ϕωτονίων των
ηλεκτρονιακών µεταπτώσεων.

Εκτός από τους µηχανισµούς µεταπτώσεων από τις οποίες προκύπτουν οι ακτινο-
ϐολίες α,β και γ, υπάρχουν τρεις ακόµα µηχανισµοί µεταπτώσεων και όλοι µαζί οι έξι
µηχανισµοί συνθέτουν αυτό που σήµερα ονοµάζουµε ϱαδιενέργεια. Οι µηχανισµοί αυ-
τοί είναι : (α) η πυρηνική σχάση κατά την οποία ο πυρήνας σπάει σε δύο περίπου ίσα
κοµµάτια και συµβαίνει µόνο στα πολύ ϐαριά στοιχεία, (ϐ) η εσωτερική µετατροπή
κατά την οποία ο πυρήνας µεταβιβάζει την επί πλέον ενέργεία του σε ένα ατοµικό ηλε-
κτρόνιο και το εκτοξεύει απ΄ το άτοµο και (γ) η τροχιακή σύλληψη κατά την οποία ο
πυρήνας συλλαµβάνει και καταστρέφει ένα ηλεκτρόνιο µε την ταυτόχρονη δηµιουργία
και εκποµπή ενός νετρίνου.

΄Ενας πληρέστερος λοιπόν ορισµός της ϱαδιενέργειας, που περιλαµβάνει και τους
έξι αυτούς µηχανισµούς, είναι ο ακόλουθος. Ραδιενέργεια είναι η εκποµπή ενέργειας
από τον πυρήνα κατά τις πυρηνικές µεταπτώσεις.

Η επίδραση της ϱαδιενέργειας στους Ϲωντανούς οργανισµούς είναι δυνατό να επι-
ϕέρει σ΄ αυτούς σηµαντικές και ανεπανόρθωτες ϐλάβες. Σε µεγάλες δόσεις προκαλεί
Ϲηµία στα ϐιολογικά µακροµόρια, συµπεριλαµβανοµένου και του DNA, µε αποτέ-
λεσµα ακόµα και γεννετικές µεταλλάξεις. Παρ΄ όλα αυτά οι ίδιες ιδιότητες που την
καθιστούν επιβλαβή, την καθιστούν και χρήσιµη. Τα ϱαδιενεργά στοιχεία χρησιµο-
ποιούνται σε ιατρικές εφαρµογές ως ιχνηθέτες για τη διαγνωστική (π.χ. το 131

53 I στο
ϑυροειδή, το 53

16S στο δέρµα, το 59
26Fe στο αίµα κ.τ.λ.) και για ϑεραπευτικούς σκοπούς

(π.χ. ακτινοβόληση όγκων). Χρησιµοποιούνται επίσης σε τεχνικές αποστείρωσης. Η
ακτινοβόληση τροφίµων για τη συντήρησή τους αποτελεί ένα άλλο τοµέα εφαρµογής
της ϱαδιενέργειας. Εφαρµόστηκε για πρώτη ϕορά το 1916 στη Σουηδία για τη συντή-
ϱηση ϕράουλων. Ο σκοπός ήταν να προλάβουν την αλοίωσή τους από µύκητες όπως ο
Botrytis cinerea, ώστε να επεκτείνουν την περίοδο που ϑα µπορούσαν οι ϕράουλες να
εκτεθούν στα µανάβικα. Σήµερα η µέθοδος της συντήρησης και αποστείρωσης τροφί-
µων µε ακτινοβόληση κερδίζει συνεχώς έδαφος. Πάνω από 40 χώρες έχουν υιοθετήσει
τη µέθοδο αυτή για πάνω από 60 διαφορετικά είδη τροφίµων, που εκτείνονται από τα
σιτηρά και τα καρυκεύµατα, µέχρι τα κρέατα και τα γαλακτοκοµικά προϊόντα, όπως
επίσης σε ϕρούτα και λαχανικά. Η ακτινοβόληση των τροφίµων µε ϱαδιενεργές πηγές
δεν µεταφέρει ϱαδιενεργά στοιχεία στα τρόφιµα, ούτε είναι ικανή να προκαλέσει µετα-
στοιχείωσεις των συστατικών τους και µ΄ αυτή την έννοια είναι τελείως αβλαβής για τον
καταναλωτή αυτών των τροφών. Ιδιαίτερα στις υγρές τροφές όπως το γάλα, η ακτινο-
ϐόληση εµφανίζεται µε το όνοµα ‘ψυχρή παστερίωση’ αφού µε την ακτινοβόλησή τους
επιτυγχάνεται το ίδιο αποτέλεσµα µε την παστερίωση, χωρίς να χρειαστεί να αυξηθεί η
ϑερµοκρασία τους.

Μια άλλη εφαρµογή της ϱαδιενέργειας, η οποία ϐρίσκεται κάτω από έντονη κρι-
τική, έχοντας τόσο ϕανατικούς υποστηρικτές όσο και ϕανατικούς επικριτές, είναι η
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παραγωγή µεταλαγµένων τροφών. Περιορίζοντας τη δόση της ϱαδιενέργειας σε ένα
κατάλληλο εύρος είναι δυνατό να παραχθούν µεταλαγµένα ϕυτά τα οποία διατηρούν
τη ϐιωσιµότητά τους και εµφανίζουν ϐελτίωση σε ορισµένα χαρακτηριστικά σε σχέση
µε τα πατρικά ϕυτά.

Στο πείραµα που ϑα πραγµατοποιηθεί ϑα µας δοθεί η δυνατότητα να υπολογίσουµε
τον αριθµό των ϱαδιενεργών πυρήνων κάποιων ϱαδιενεργών δειγµάτων που ϑα µας
δοθούν. Θα µπορέσουµε να µετρήσουµε το ϱυθµό µε τον οποίο πραγµατοποιούνται οι
διασπάσεις αυτές και τέλος ϑα µπορέσουµε να υπολογίσουµε το πάχος των τοιχωµάτων
συγκεκριµένων υλικών τα οποία µπορούν να χρησιµοποιηθούν για ϑωράκιση (δηλ.
για να µας προστατεύσουν από τη ϱαδιενέργεια).

9.2 Θεωρητικό µέρος

9.2.1 Ραδιενεργές διασπάσεις - Ενεργότητα - Χρόνος υποδιπλασιασµού
- Μέσος χρόνος Ϲωής

Οι ϱαδιενεργές διασπάσεις, οι οποίες όπως είπαµε συνοδεύονται από εκποµπή ακτι-
νοβολίας α, ϐ ή γ, συµβαίνουν κατά τυχαίο τρόπο. Το ϕαινόµενο είναι καθαρά πιθα-
νοκρατικό. Ο κάθε ϱαδιενεργός πυρήνας ενός ορισµένου είδους (στοιχείου) έχει µια
καθορισµένη πιθανότητα διάσπασης ανά µονάδα χρόνου p = 1/τ . Χρησιµοποιώντας
αυτή την πληροφορία µπορεί κανείς να αποδείξει ότι αν τη χρονική στιγµη t = 0
υπάρχουν σ΄ ένα ϱαδιενεργό υλικό N0 αδιάσπαστοι πυρήνες, τότε σε χρόνο t ϑα έχουν
µείνει στο υλικό αυτό N(t) αδίασπαστοι πυρήνες που ϑα δίνονται από τη σχέση:

N(t) = N0e
−t/τ = N0e

−λt όπου λ = 1/τ (9.1)

Είναι προφανές ότι όσο µεγαλύτερο είναι το λ τόσο περισσότερο ϱαδιενεργός είναι ο
πυρήνας αυτού του στοιχείου.

Ορίζουµε ως χρόνο υποδιπλασιασµού (ή χρόνο ηµιζωής) το χρόνο T που χρειάζεται
για να διασπαστούν οι µισοί πυρήνες του δείγµατος και η τιµή του είναι T = τ ln 2 =
ln 2/λ (να το αποδείξετε). Οι χρόνοι υποδιπλασιασµού κυµαίνονται µεταξύ των τιµών
10−7sec - 1013years.

Στην πραγµατικότητα εκείνο που µετράµε πειραµατικά, δεν είναι ο αριθµός των
πυρήνων που µένουν αδιάσπαστοι, αλλά ο αριθµός των πυρήνων που διασπώνται στη
µονάδα του χρόνου. Μετράµε δηλαδή το ϱυθµό της διάσπασης I = −∆N/∆t. Το
ϱυθµό αυτό τον ονοµάζουµε ένταση I της διάσπασης ή ενεργότητα ή ϱαδιενέργεια. Με
απλή παραγώγιση της σχέσης (1) προκύπτει ότι (να το αποδείξετε)

I(t) = I0e
−t/τ = I0e

−λt, όπου I0 = N0/τ = N0λ (9.2)

I0 είναι ο ϱυθµός διάσπασης των πυρήνων τη χρονική στιγµή t = 0. Η ποσότητα τ
µπορεί να δείξει κανείς ότι ισούται µε το µέσο χρόνο Ϲωής του πυρήνα (δηλ. τη µέση
τιµή του χρόνου που απαιτείται, ώστε ο πυρήνας αυτός να διασπαστεί). Γι αυτό ονο-
µάζεται µέσος χρόνος Ϲωής. Εποµένως ο χρόνος υποδιπλασιασµού (ηµιζωής) ισούται
µε 0.693 ϕορές του µέσου χρόνου Ϲωής.
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Τυπικοί χρόνοι ηµιζωής µερικών ϱαδιενεργών στοιχείων

Z Ισότοπο
81 206T l 4.2min 210T l 1.3min
82 206Pb σταθερό 210Pb 22y 212Pb 26.8min
83 210Bi 5days 214Bi 19.8min
84 210Po 138days 212Po 0.3µsec 214Po 164sec 216Po 0.15sec 218Po 3min
85 209At 5.4h 218At 2sec
86 217Rn 0.54msec 222Rn 3.82days
88 226Ra 1600y
90 228Th 1.9y 230Th 7.7× 104y 232Th 1.4× 1010y
91 234Pa 1.17min
92 234U 2.4× 105y 235U 1.4× 1010y 238U 4.5× 109y

Μονάδα της ενεργότητας στο SI είναι το 1Bq (Becquerel) που ισούται µε µία διά-
σπαση ανά δευτερόλεπτο. Είναι προφανές ότι όσο µεγαλύτερη είναι η µάζα του δείγ-
µατος τόση µεγαλύτερη ϑα είναι η ενεργότητά του. Για το λόγο αυτό ορίζεται η ειδική
ενεργότητα ως η ενεργότητα ανά µονάδα µάζας. Για την εκτίµηση της επίδρασης της
ακτινοβολίας στη Ϲωντανή ύλη η γνώση της ενεργότητας είναι ανεπαρκής. Για το λόγο
αυτό ορίζονται άλλα µεγέθη (όπως η δόση) και άλλες µονάδες (όπως το Roentgen ή το
rem). ΄Οµως για τις ανάγκες της παρούσας εργαστηριακής άσκησης δε ϑα χρειαστούµε
αυτά τα µεγέθη και αυτές τις µονάδες και δε ϑα αναφερθούµε σ΄ αυτά περισσότερο.

9.2.2 Ο Ανιχνευτής Geiger-Müller

Σχήµα 9.1: Ανιχνευτής Geiger-Müller

Οι ϱαδιενεργές διασπάσεις µπορούν να ανίχνευθούν και να µετρηθούν µε διάφο-
ϱους τρόπους. ΄Ενας απ΄ αυτούς εκµεταλεύεται την ιδιότητα των ϱαδιενεργών ακτινο-
ϐολιών να προκαλούν ιονισµό (δηλ. να αναγκάζουν κάποια ηλεκτρόνια των ατόµων να
ϕεύγουν απ΄ το άτοµο). Αυτό γίνεται µέσα στις συσκευές Geiger-Müller. Μια συσκευή
Geiger-Müller αποτελείται από ένα κλειστό µεταλλικό σωλήνα που περιέχει ένα µίγµα
αερίου (ευγενές άεριο π.χ. Ar µε κάποιο αλογόνο) σε χαµηλή πίεση και ένα λεπτό
συρµάτινο ηλεκτρόδιο (σύρµα) τοποθετηµένο κατά µήκος του άξονά τους. Ανάµεσα στο
συρµάτινο ηλεκτρόδιο και στο µεταλλικό σωλήνα εφαρµόζεται µια διαφορά δυναµικού.
Ο σωλήνας συνδέεται στον αρνητικό πόλο και παίζει το ϱόλο καθόδου, ενώ το συρµά-
τινο ηλεκτρόδιο συνδέεται στο ϑετικό πόλο και παίζει το ϱόλο ανόδου, δηµιουργώντας
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έτσι ένα ηλεκτρικό πεδίο µέσα στο σωλήνα. Οι δύο ϐάσεις του σωλήνα κλείνονται µε
µονωτικό υλικό και παίζουν το ϱόλο εισόδου της ακτινοβολίας, ενώ ο ίδιος ο σωλήνας
ϑωρακίζεται ώστε να µην µπορεί να εισέλθει µέσω αυτού η ακτινοβολία.

΄Οταν µια ϱαδιενεργός ακτινοβολία εισέλθει µέσα στο χώρο του σωλήνα, προκαλεί
ιονισµό του ευγενούς αερίου. Το ελεύθερο ηλεκτρόνιο που προκύπτει από τον ιονισµό,
λόγω του αρνητικού του ϕορτίου, οδηγείται στο συρµάτινο ηλεκτρόδιο που ϐρίσκεται
σε ϑετικό δυναµικό και συλλέγεται ως παλµός από ένα ηλεκτρονικό µετρητή. ΄Ετσι η
ακτινοβολία ανιχνεύεται.

Η διαφορά δυναµικού ανάµεσα στο µεταλλικό σωλήνα και στο συρµάτινο ηλεκτρό-
διο είναι καθοριστική στη σωστή λειτουργία του µετρητή. Αν είναι µικρή τότε το ηλε-
κτρικό πεδίο που ϑα δηµιουργηθεί δε ϑα είναι επαρκές για να οδηγήσει τα ιονισθένα
ηλεκτρόνια στην κάθοδο και κάποια απ΄ αυτά ϑα χαθούν. Αν είναι µεγάλη µπορεί να
ανιχνεύσει επιπλέον λανθασµένους παλµούς. Ανάµεσα σ΄ αυτά τα δύο άκρα υπάρχει
µια περιοχή διαφορών δυναµικού, το κέντρο της οποίας αποτελεί την καταληλότερη
τιµή διαφοράς δυναµικού για τη σωστή λειτουργία του ανιχνευτή.

9.2.3 Ακτινοβολία υποβάθρου

Ο ανιχνευτής Geiger-Müller, ακόµα κι αν δεν εκτίθεται σε µια ϱαδιενεργό πηγή,
εµφανίζεται να µετράει κάποιους παλµούς. Οι παλµοί αυτοί οφείλονται σ΄ αυτό που
λέµε ακτινοβολία υποβάθρου. Η ακτινοβολία υποβάθρου προέρχεται από την κοσµική
ακτινοβολία αλλά και από ίχνη ϱαδιενεργών στοιχείων που µπορεί να υπάρχουν γύρω
µας. Η ακτινοβολία του υποβάθρου πρέπει να ληφθεί υπ΄ όψιν στην πειραµατική
άσκηση που ϑα πραγµατοποιήσουµε και ϑα πρέπει να αφαιρεθεί από τις µετρήσεις που
ϑα πάρουµε για τη ϱαδιενεργό πηγή που µελετάµε. Αυτό µπορεί να πραγµατοποιηθεί
µε συχνές µετρήσεις της ακτινοβολίας υποβάθρου κατά τη διάρκεια του πειράµατος.

9.2.4 Απορρόφηση από υλικά - Θωράκιση

Πέρα από το καθαρά επιστηµονικό ενδιαφέρον για την απορρόφηση της ϱαδιενέργειας
από δίαφορα υλικά, το ενδιαφέρον για την απορρόφηση εστιάζεται στον προσδιορι-
σµό του πάχους των διάφορων υλικών που µπορούν να καταστούν κατάλληλα για τη
ϑωράκιση από τις ακτινοβολίες.

Εξαιτίας της διαφορετικής τους ϕύσης, οι ακτινοβολίες α, ϐ και γ απορροφώνται
από την ύλη σε διαφορετικό ϐαθµό. Στο συγκεκριµένο πείραµα ϑα µας απασχολήσει
η απορρόφηση της ακτινοβολίας ϐ και γ. Για τις ακτινοβολίες αυτές, η εξασθένησή
τους ως συνάρτηση του πάχους του υλικού ακολουθεί ένα νόµο εκθετικής πτώσης και
δίνεται από τη σχέση :

R(d) = R0e
−µd (9.3)

όπου R(d) είναι ο αριθµός των παλµών στη µονάδα του χρόνου, που ανιχνεύει ο ανι-
χνευτής Geiger-Müller όταν µπροστά απ΄ αυτόν ϐρίσκεται ένα υλικό που απορροφάει
την ακτινοβολία και έχει πάχος d, R0 είναι ο αντίστοιχος αριθµός παλµών στη µονάδα
του χρόνου, όταν δεν υπάρχει απορρόφηση και µ είναι η σταθερά της απορρόφησης.

Λογαριθµίζοντας τη σχέση προκύπτει ότι (να το δείξετε)

logR(d) = logR0 − µd log e (9.4)
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Εποµένως οι µετρήσεις του logR(d) σα συνάρτηση της απόστασης d πρέπει να παρι-
στάνουν µια ευθεία µε κλίση − log eµ και σταθερά logR0, η οποία µπορεί να απεικο-
νισθεί είτε σε µιλιµετρέ χαρτί, (είτε για περισσότερη ευκολία σε ηµιλογαριθµικό χαρτί
(δείτε τη σελ. 19 των σηµειώσεων) ), µε χρήση της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων.
Μπορεί έτσι να υπολογιστεί η σταθερά της απορρόφησης µ για κάθε υλικό.

Σχήµα 9.2: Ρυθµός µετρήσεων ως συνάρτηση του πάχους d του υλικού

Στην εικόνα 9.2 ϕαίνεται η παραπάνω γραφική παράσταση σε ηµιλογαριθµικό
χαρτί για διάφορα απορροφητικά υλικά, όπως plexiglass, µπετόν, Al, Fe, Pb.

Η σταθερά µ της απορρόφησης εξαρτάται από την πυκνότητα του υλικού που απορ-
ϱοφάει και είναι ανάλογη αυτής. Γνωρίζοντας τις πυκνότητες των διαφόρων υλικών και
έχοντας προσδιορίσει τη σταθερά της απορρόφησης µε τη µέθοδο των ελαχίστων τε-
τραγώνων όπως ήδη δείξαµε, µπορούµε πάλι µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων
να προσδιορίσουµε τη σταθερά αναλογίας ανάµεσα στη σταθερά µ και στην πυκνότητα
των διαφόρων απορροφητικών υλικών. Στην εικόνα 9.3 ϕαίνεται αυτή η ευθεία καθώς
και τα πειραµατικά σηµεία.

9.3 Πειραµατικό µέρος

Η πειραµατική συσκευή που ϑα χρησιµοποιήσουµε ϕαίνεται στο σχήµα 9.4. Αποτελεί-
ται από ένα σωλήνα Geiger-Müller ο οποίος συνδέεται µε ένα καταγραφικό των παλµών
που συλλέγονται. Το καταγραφικό αυτό έχει τη δυναντότητα να µετράει τους παλµούς
που έρχονται από το σωλήνα Geiger-Müller σε συγκεκριµένα χρονικά διαστήµατα τα
οποία µπορούν να προεπιλεχθούν. Τα προεπιλεγµένα αυτά χρονικά διαστήµατα είναι
1, 10, 60, και 100sec. Αν χρησιµοποιήσουµε αυτές τις επιλογές στο πείραµά µας,
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Σχήµα 9.3: Σταθερά απορρόφησης ως συνάρτηση της πυκνότητας των διαφόρων
υλικών (από αριστερά προς τα δεξιά : plexiglass, µπετόν, Al, Fe, Pb)

µπορούµε, µετά από κάθε µέτρηση, πατώντας reset και start να επαναλλάβουµε τη
µέτρηση για ένα άλλο ίσο χρονικό διάστηµα. Υπάρχει επίσης η επιλογή ∞ κατά την
οποία ο µετρητής µετράει όσους παλµούς έρχονται µέχρι εµείς να επιλέξουµε, πατών-
τας το stop να τον σταµατήσουµε να µετράει. Για να επαναλάβουµε µια άλλη µέτρηση
ϑα πρέπει να πατήσουµε ξανά reset και start. Μια άλλη επιλογή που υπάρχει είναι
να µετρήσουµε το ϱυθµό των παλµών ανά 10sec. Στο πέρας κάθε 10sec η ένδειξη του
µετρητή αναφέρεται στον αριθµό των παλµών που ανιχνεύθηκαν στη διάρκεια αυτών
των 10sec.

Στο πείραµα που ϑα εκτελέσουµε ϑα µετρήσουµε το ϱυθµό των διασπάσεων των
ϱαδιενεργών πηγών 60Co και 90Sr. Επειδή το ϕαινόµενο είναι τυχαίο ϑα χρησµοποιή-
σουµε τη στατιστική ανάλυση των µετρήσεών µας. Θα τοποθετήσουµε το ϱαδιενεργό
δείγµα ακριβώς απέναντι από το σωλήνα Geiger-Müller σε µια συγκεκριµένη απόστα-
ση µερικών cm και ϑα αρχίσουµε να παίρνουµε µετρήσεις.

Το πρώτο που µας ενδιαφέρει είναι να δείξουµε ότι οι διασπάσεις συµβαίνουν µε
τυχαίο τρόπο και έχουν µια σταθερή πιθανότητα διάσπασης που εξαρτάται από τον
κάθε διαφορετικό πυρήνα. Υπ΄ αυτή την προϋπόθεση, η κατανοµή που ϑα πρέπει να
ακολουθούν οι ϱαδιενεργές διασπάσεις πρέπει να είναι µια κατανοµή Poisson η οποία
για άπειρο αριθµό µετρήσεων προσεγγίζει την κατανοµή Gauss. Θα µετρήσουµε λοι-
πόν πόσες ϕορές ϑα εµφανιστεί ένας συγκεκριµένος αριθµός διασπάσεων στη διάρκεια
ενός συγκεκριµένου χρονικού διαστήµατος (π.χ. 10sec). Επαναλάβετε τη µέτρηση 100
ϕορές. Αν Nmax είναι ο µέγιστος αριθµός διασπάσεων που ϐρήκατε, καταγράψτε το
πλήθος των µετρήσεων µε διασπάσεις από 0 ωςNmax/10, από Nmax/10 ως 2Nmax/10,
από 2Nmax/10 ως 3Nmax/10, ..., από 9Nmax/10 ως Nmax. Κάντε το ιστόγραµµα του
πλήθους των µετρήσεων (διασπάσεων) που ϐρήκατε και δείτε αν προσεγγίζει την κατα-
νοµή Poisson.

Το δεύτερο που µας ενδιαφέρει να ϐρούµε είναι το πλήθος των ϱαδιενεργών πυ-
ϱήνων που υπάρχουν στο δείγµα. Αν υποθέσουµε ότι το δείγµα εκπέµπει µε τον ίδιο
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Σχήµα 9.4: Η πειραµατική διάταξη

τρόπο προς όλες τις κατευθύνσεις (οµογενώς), τότε οι διασπάσεις που ανιχνεύονται
από τον ανιχνευτή Geiger-Müller είναι ανάλογες µε τη στερεά γωνία που αντιστοιχεί
στην επιφάνεια της εισόδου του ανιχνευτή. Αν η είσοδος του ανιχνευτή ϐρίσκεται σε
απόσταση R από το δείγµα και η ακτίνα του κυλίνδρου του ανιχνευτή είναι r, τότε αν
I είναι ο ϱυθµός διάσπασης των πυρήνων του δείγµατος που µετράει ο ανιχνευτής σ΄
αυτή την απόσταση, ο συνολικός αριθµός πυρήνων του δείγµατος ϑα είναι :

N =
I

λ
× 4πR2

πr2
=

4I
λ
×

(
R

r

)2

(9.5)

Το λ είναι χαρακτηριστικό για κάθε διαφορετικό είδος πυρήνα και µπορεί να ϐρεθεί
από πίνακες.

Το τρίτο που µας ενδιαφέρει να ϐρούµε είναι η σταθερά απορρόφησης κάθε υλικού
καθώς και η επαλήθευση του νόµου της απορρόφησης όπως έχει ήδη περιγραφεί στην
παράγραφο της ϑεωρίας. Για διαφορετικά υλικά διαφορετικού πάχους, που παρεµβά-
λουµε ανάµεσα στον ανιχνευτή Geiger-Müller και στο ϱαδιενεργό υλικό, µετράµε το
ϱυθµό των διασπάσων που συλλαµβάνει ο ανιχνευτής. Με τη µέθοδο των ελαχίστων τε-
τραγώνων όπως έχει ήδη περιγραφεί, προσδιορίζουµε το συντελεστή µ για κάθε υλικό.
Πόσο πρέπει να είναι το πάχος κάθε υλικού για να ϑωρακιστεί µια ϱαδιενεργός ουσία,
έτσι ώστε η ϱαδιενέργεια που ϑα ϕτάνει σε µας να είναι στα επίπεδα της ακτινοβολίας
υποβάθρου που έχετε µετρήσει ;

Τέλος από τα αποτελέσµατα που έχετε ήδη ϐρει για το µ κάθε υλικού, δείξτε ότι
είναι ανάλογο της πυκνότητας του κάθε υλικού. Οι πυκνότητες των διάφορων υλικών
µπορούν να ϐρεθούν σε πίνακες.



Παράρτηµα Α΄

Παραδείγµατα

Α΄.1 Στατιστική µελέτη µιας σειράς µετρήσεων

Ας υποθέσουµε ότι στο πείραµα για τον προσδιορισµό του συντελεστή τριβής ανάµεσα
σε δύο επιφάνειες, πήραµε την ακόλουθη σειρά µετρήσεων για τη γωνία ϕ, για την
οποία το σώµα που ϐρισκόταν πάνω στο κεκλιµένο επίπεδο περνούσε από την ακινησία
στην κίνηση. Το σφάλµα του µοιρογνωµονίου είναι δφ = ±1o.

α/α
µέτρησης 1η 2η 3η 4η 5η 6η 7η 8η 9η 10η

µέτρηση (o) 26 19 18 17 21 20 20 26 19 21

Παρατηρούµε ότι όλες οι µετρήσεις µας έχουν ακρίβεια δύο σηµαντικών ψηφίων.
Στις πράξεις που ϑα κάνουµε στη συνέχεια ϑα προκύψουν περισσότερα από δύο ση-
µαντικά ψηφία. Θα τα κρατήσουµε όλα αυτά τα ψηφία (κι ας µην είναι σηµαντικά)
και τη στρογκυλοποίηση που ϑα µας δώσει το σωστό αριθµό σηµαντικών ψηφίων (δηλ.
2) ϑα την κάνουµε στο τελικό αποτέλεσµα που µας ενδιαφέρει (δηλ. στο συντελεστή
τριβής).

Κατ΄ αρχήν ϑα ϐρούµε τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση αυτών των µετρήσεων,
µε σκοπό να ϐρούµε (εφαρµόζοντας το κριτήριο Chauvenet) αν κάποια (ή κάποιες)
τιµές απορρίπτονται, ως ακραίες µετρήσεις που έχουν µικρή πιθανότητα εµφάνισης
και κατά συνέπεια δε ϑα έπρεπε να κάνουν την εµφάνισή τους, για το συγκεκριµένο
αριθµό µετρήσεων (10) που κάναµε.

Η µέση τιµή αυτών των µετρήσεων για τη γωνία φ είναι :

< φ >=
1
N

N∑

i=1

φi =
26 + 19 + 18 + 17 + 21 + 20 + 20 + 26 + 19 + 21

10
= 20.7o

Η τυπική απόκλιση σ δίνεται από τη σχέση σ =
√
< φ2 > − < φ >2. Για τον υπολο-

γισµό της τυπικής απόκλισης ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε και τον ορισµό
της, σύµφωνα µε τον οποίο σ =

√
1
N

∑N
i=1(φi− < φ >)2. ΄Οµως ο υπολογισµός αυ-

τός είναι χρονοβόρος και κοπιαστικός γιατί απαιτεί περισσότερες πράξεις από ότι να
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υπολογίσουµε το < φ2 >= (
∑N

i=1 φ
2
i )/N . ΄Ετσι έχουµε

< φ2 > =
1
N

N∑

i=1

φ2
i

=
262 + 192 + 182 + 172 + 212 + 202 + 202 + 262 + 192 + 212

10

=
676 + 361 + 324 + 289 + 441 + 400 + 676 + 361 + 441

10
= 436.9

Εποµένως

σ =
√
< φ2 > − < φ >2 =

√
436.9− 20.72 =

√
436.9− 428.49 =

√
8.41 = 2.9

Αφού έχουµε ϐρεί τη µέση τιµή και την τυπική απόκλιση ϑα εφαρµόσουµε το κριτήριο
Chauvenet για να δούµε αν απορρίπτεται κάποια τιµή. Κοιτάζοντας τον πίνακα των
σηµειώσεων, ϐλέπουµε ότι ο αριθµός β µε τον οποίο πρέπει να γίνουν οι συγκρίσεις
των βi = |φi− < φ > |/σ, για 10 µετρήσεις, έχει την τιµή β = 1.644. Προφανώς
µπορούµε να ϐρούµε όλα τα βi για όλες τις τιµές των µετρήσεών µας φi και µετά να
τις συγκρίνουµε µε το β = 1.644. Αυτό όµως ϑα ήταν χρονοβόρο και ανώφελο, αφού
µόνο ακραίες τιµές µπορεί να απορριφθούν και εποµένως µόνο γι αυτές τις τιµές έχει
σηµασία ο υπολογισµός των βi. Φυσικά όποιος ϑέλει µπορεί να υπολογίσει όλα τα
βi, να τα συγκρίνει µε την τιµή β = 1.644 (εφ όσον οι µετρήσεις είναι 10) και από τη
σύγκριση να ϐρει ποιές τιµές πρέπει να απορριφθούν. Παρακάτω ϑα το κάνουµε µόνο
για τις ακραίες τιµές.

Η µεγαλύτερη ακραία τιµή των µετρήσεών µας είναι 26o. Για την τιµή αυτή

βi =
|φi− < φ > |

σ
=
|26− 20.7|

2.9
= 1.827 > 1.644

Εποµένως η τιµή αυτή απορρίπτεται. ΄Οπως ϐλέπουµε στον πίνακα των µετρήσεών
µας, υπάρχουν δύο µετρήσεις µε την τιµή 26o. Κατά συνέπεια και οι δύο πρέπει να
απορριφθούν.

Συνεχίζουµε µε την αµέσως µικρότερη ακραία µέτρηση που είναι 21o. Για την τιµή
αυτή

βi =
|φi− < φ > |

σ
=
|21− 20.7|

2.9
= 0.1034 < 1.644

Εποµένως η µέτρηση αυτή δεν απορρίπτεται και κατά συνέπεια δεν απορρίπτονται
ούτε οι αµέσως µικρότερες απ΄ αυτή.

Θα πρέπει τώρα να ελέγξουµε αν απορρίπτεται η µέτρηση µε την ελάχιστη τιµή
(δηλ. η 17o). Για τη µέτρηση αυτή

βi =
|φi− < φ > |

σ
=
|17− 20.7|

2.9
= 1.2758 < 1.644

εποµένως ούτε αυτή η µέτρηση απορρίπτεται και κατά συνέπεια ούτε οι αµέσως µεγα-
λύτερές της που είναι λιγότερο ακραίες απ΄ αυτή.

Κατά συνέπεια απορρίπτονται µόνο οι δύο µετρήσεις µε την τιµή 26o και εποµένως
µένουν οι οκτώ υπόλοιπες µετρήσεις, για τις οποίες πρέπει να ϐρούµε τη µέση τιµή
τους και το τυπικό σφάλµα της µέσης τους τιµής. Η µέση τους τιµή, η οποία είναι
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και η πιθανότερη τιµή και αυτή ϑα ϑεωρούµε ως µέτρηση που προέρχεται από τη
στατιστική ανάλυση που µόλις κάναµε, ϑα έχει την τιµή

< φ >=
19 + 18 + 17 + 21 + 20 + 20 + 19 + 21

8
= 19.375o

Για να ϐρούµε το τυπικό σφάλµα σM της µέσης τιµής, χρειαζόµαστε την τυπική
απόκλιση σ, αφού σM = σ/

√
N − 1, όπου τώρα N = 8. Με τον ίδιο τρόπο που

ϐρήκαµε την τυπική απόκλιση για τις 10 µετρήσεις νωρίτερα, ϑα ϐρούµε την τυπική
απόκλιση των 8 που απόµειναν µετά την απόρριψη των 2 µετρήσεων. Θα ϐρούµε
πρώτα το < φ2 >.

< φ2 > =
1
N

N∑

i=1

φ2
i =

192 + 182 + 172 + 212 + 202 + 202 + 192 + 212

8
=

=
361 + 324 + 289 + 441 + 400 + 361 + 441

8
= 377.125

Η τυπική απόκλιση σ ϑα είναι

σ =
√
< φ2 > − < φ >2 =

√
377.125− 19.3752 =

√
377.125− 375.39062

=
√

1.734375 = 1.3169

Κατά συνέπεια το τυπικό σφάλµα της µέσης τιµής ϑα είναι

σM =
σ√
N − 1

=
1.3169√

8− 1
=

1.3169√
7

= 0.4977o

Με στρογκυλοποίηση σε ένα σηµαντικό ψηφίο, το τυπικό σφάλµα της µέσης τιµής
παίρνει την τιµή σM = 0.5o. Το σφάλµα στη µέτρηση της γωνίας είναι το µέγιστο
ανάµεσα στο τυπικό σφάλµα της µέσης τιµής και του σφάλµατος του οργάνου (δηλ.
του µοιρογνωµονίου). Το σφάλµα του µοιρογνωµονίου είναι 1o που είναι µεγαλύτερο
από το σM = 0.5o. Εποµένως το σφάλµα που κάνουµε στη µέτρηση της γωνίας είναι
δφ = ±1o.

Αφού γνωρίζουµε τώρα την πιθανότερη τιµή της γωνίας και το σφάλµα της µέτρησής
της, µπορούµε να µετρήσουµε τώρα (µε υπολογισµό, δηλ. ως έµµεση µέτρηση) την
τιµή του συντελεστή τριβής ολίσθισης, από τη σχέση

µ = tan(< φ >)± δµ όπου δµ =
1

cos2(< φ >)
π

180o
δφ

όπου το δφ είναι εκφρασµένο σε µοίρες. Κάνοντας τις πράξεις µε ένα επιστηµονικό
υπολογιστή τσέπης ϐρίσκουµε

µ = tan(< φ >) = tan(19.375o) = 0.351665...

και

δµ =
1

cos2(< φ >)
π

180o
δφ =

1
cos2(19.375o)

× 3.14159...
180o

× 1 = 0.01961...

Στρογκυλοποιώντας το συντελεστή τριβής ώστε να εκφράζεται µε δύο σηµατικά ψηφία
(όσα και τα ψηφία της γωνίας που µετρήσαµε) και το σφάλµα ώστε να εκφράζεται µε
ένα σηµαντικό ψηφίο, παίρνουµε

µ = 0.35± 0.02
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Α΄.2 Προσαρµογή µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων

Ας υποθέσουµε ότι σ΄ ένα πείραµα ελεύθερης πτώσης, µετράµε την ταχύτητα ως συ-
νάρτηση του χρόνου πτώσης για διάφορες χρονικές στιγµές και ϐρίσκουµε τις τιµές
που ακολουθούν στον παρακάτω πίνακα.

t(sec) U(m/sec)
0 5.1
1 12.6
2 26.3
3 33.4
4 47.2
5 55.4

Από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι η ταχύτητα στην ελεύθερη πτώση, ως συνάρτηση του
χρόνου, δίνεται από τη σχέση

U(t) = U0 + gt

που είναι µια συνάρτηση ευθείας µε κλίση g και σταθρερά U0 Μπορούµε εποµένως
µε χρήση της µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων να προσδιορίσουµε αυτή την ευθεία
(δηλ. την κλίση της και τη σταθερά).

Γνωρίζουµε ότι η σχέση που δίνει την κλίση της ευθείας δίνεται από

g =
< Ut > − < U >< t >

< t2 > − < t >2

και η σταθερά από
U0 =< U > −g < t >

Θα πρέπει λοιπόν να ϐρούµε τις ποσότητες < t >, < U >, < t2 > και < Ut >.

< t > =
1
N

N∑

i=1

ti =
0 + 1 + 2 + 3 + 4 + 5

6
= 2.5sec

< U > =
1
N

N∑

i=1

Ui =
5.1 + 12.6 + 26.3 + 33.4 + 47.2 + 55.4

6
= 30m/sec

< t2 > =
1
N

N∑

i=1

t2i =
02 + 12 + 22 + 32 + 42 + 52

6

=
0 + 1 + 4 + 9 + 16 + 25

6
= 9.1666666sec2

< Ut > =
1
N

N∑

i=1

Uiti =
5.1× 0 + 12.6× 1 + 26.3× 2 + 33.4× 3 + 47.2× 4 + 55.4× 5

6

=
0 + 12.6 + 52.6 + 100.2 + 188.8 + 277

6
= 105.2

m

sec
sec = 105.2m
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Σχήµα Α΄.1: Προσαρµογή ευθείας σε πειραµατικά σηµεία µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετρα-
γώνων

Εποµένως

g =
< Ut > − < U >< t >

< t2 > − < t >2
=

105.2m− 30m/sec2.5sec
9.166666sec2 − (2.5sec)2

=
105.2− 75

9.166666− 6.25
m/sec2 =

30.2
2.9166666

m/sec2 = 10.354286m/sec2

και

U0 = < U > −g < t >= 30m/sec− 10.354286m/sec2 × 2.5sec = 4.114285m/sec

Η ευθεία που προσαρµόζεται καλύτερα στα πειραµατικά µας δεδοµένα είναι η

U(t) = 4.114285 + 10.354286t (Α΄.1)

όπου ο χρόνος t µετριέται σε sec και η ταχύτητα U σε m/sec. Για να χαράξουµε αυτή
την ευθεία χρειάζεται να ϐρούµε δυο σηµεία της και να τα ενώσουµε. Αν πάρουµε τα
πιο αποµακρυσµένα σηµεία της για τα οποία έχουµε µετρήσεις ϐρίσκουµε για t = 0
U = 4.114285m/sec και για t = 5sec U = 55.885715m/sec

Βρήκαµε έτσι την επιτάχυνση της ϐαρύτητας g και την αρχική ταχύτητα U0 και
το µόνο που µένει να προσέξουµε είναι τα σηµαντικά ψηφία µε τα οποία πρέπει να
εκφράσουµε αυτές τις ποσότητες.

Στη γραφική παράσταση ϕαίνονται τα πειραµατικά σηµεία και η ευθεία που προ-
σαρµόσαµε σ΄ αυτά, µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων.
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Παράρτηµα Β΄

Πίνακες

Β΄.1 Προθέµατα για τις δυνάµεις του 10

Πρόθεµα Ονοµα Αξία
d deci 10−1

c centi 10−2

m mili 10−3

µ micro 10−6

n nano 10−9

p pico 10−12

f femto 10−15

a atto 10−18

k kilo 103

M mega 106

G giga 109

T tera 1012

P peta 1015

E exa 1018

Β΄.2 Πυκνότητες διαφόρων ουσιών

Ουσία Πυκνότητα
ρ(×103kgr/m3)

Χρυσός 19.3
Ουράνιο 18.7
Μόλυβδος 11.3
Χαλκός 8.93
Σίδηρος 7.86
Αλουµίνιο 2.70
Μαγνήσιο 1.75
Νερό 1.00
Αέρας 0.0013
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Β΄.3 Φυσικές Σταθερές

Ταχύτητα του ϕωτός c 2.99792458× 108m/sec
Αριθµός του Avogardo NA 6.022169× 1023

Γραµµοµοριακός όγκος ιδανικού αερίου υπό Κ.Σ. - 22.4136 lit/mole
Παγκόσµια σταθερά των αερίων R 8.31434 joule/oKmole
Φορτίο του ηλεκτρονίου e 1.6021917× 10−19Cb
Μάζα ηρεµίας του ηλεκτρονίου me 9.109558× 10−31kgr
Μάζα ηρεµίας του πρωτονίου mp 1.672614× 10−27kgr
Μάζα ηρεµίας του νετρονίου mn 1.674920× 10−27kgr
Σταθερά του Boltzman kB 1.380622× 10−23joule/oK
Σταθερά του Planck h 6.626196× 10−34joule · sec
Σταθερά του Rydberg R∞ 1.09737312× 107/m
Επιτάχυνση της ϐαρύτητας 1 g 9.80665 m/sec2

Σταθερά της παγκόσµιας έλξης G 6.6732× 10−11Nt ·m2/kgr2

Μάζα της Γης MΓ 5.983× 1024 kgr
Μέση διάµετρος της Γης 12742 km
Απόσταση Γης - ΄Ηλιου 149× 106 km
Μάζα του ΄Ηλιου M⊙ 1.9707× 1030 kgr

Β΄.4 Μετατροπές µονάδων



Παράρτηµα Γ΄

Ο Περιοδικός Πίνακας των
στοιχείων

97



98 ΠΑΡ�ΑΡΤΗΜΑ Γ΄. Ο ΠΕΡΙΟ∆ΙΚ�ΟΣ Π�ΙΝΑΚΑΣ ΤΩΝ ΣΤΟΙΧΕ�ΙΩΝ

1
.0

0
7

9
1

4
.0

0
2

6
2

2
0

.1
8

0
1
0

1
4

.0
0

7
7

3
9

.9
4

8
1
8

3
5

.4
5

3
1
7

1
8

.9
9

8
9

1
5

.9
9

9
8

8
3

.8
0

3
6

1
3

1
.2

9
5
4

(2
2

2
)

8
6

1
2

.0
1
1

6

C

1
0

.8
1
1

B

5

2
6

.9
8

2

A
l

1
3

2
8

.0
8

6

S
i

1
4

3
0

.9
7

4
1

5
3

2
.0

6
5

S

1
6

6
.9

4
1

L
i

3
9

.0
1

2
2

B
e

4

2
2

.9
9

0
11

2
4

.3
0

5

M
g

1
2

3
9

.0
9

8
1
9

4
0

.0
7

8

C
a

2
0

4
4

.9
5

6

S
c

2
1

4
7

.8
6

7

T
i

2
2

5
0

.9
4

2

V

2
3

5
1

.9
9

6

C
r

2
4

5
4

.9
3

8

M
n

2
5

5
5

.8
4

5

F
e

2
6

5
8

.9
3

3

C
o

2
7

5
8

.6
9

3

N
i

2
8

6
3

.5
4

6

C
u

2
9

6
5

.3
9

Z
n

3
0

6
9

.7
2

3
3
1

7
2

.6
4

G
e

3
2

7
4

.9
2

2

A
s

3
3

7
8

.9
6

S
e

3
4

7
9

.9
0

4
3
5

8
5

.4
6

8
3
7

8
7

.6
2

S
r

3
8

8
8

.9
0

6

Y

3
9

9
1

.2
2

4

Z
r

4
0

9
2

.9
0

6

N
b

4
1

9
5

.9
4

M
o

4
2

1
3

2
.9

1
5
5

1
3

7
.3

3

B
a

5
6

1
3

8
.9

1

L
a

L
a
-L

u

5
7
-7

1

5
7

1
7

8
.4

9

H
f

7
2

1
8

0
.9

5

T
a

7
3

1
8

3
.8

4

W

7
4

(2
2

3
)

8
7

(2
2

6
)

R
a

8
8

(2
2

7
)

A
c

A
c-

L
r

8
9
-1

0
3

8
9

(9
8

)

T
c

4
3

1
2

6
.9

0

I

5
3

1
0

1
.0

7

R
u

4
4

1
0

2
.9

1

R
h

4
5

1
0

6
.4

2

P
d

4
6

1
0

7
.8

7

A
g

4
7

1
1

2
.4

1

C
d

4
8

1
8

6
.2

1

R
e

7
5

1
9

0
.2

3

O
s

7
6

1
9

2
.2

2

Ir

7
7

1
9

5
.0

8

P
t

7
8

1
9

6
.9

7

A
u

7
9

2
0

0
.5

9

P
N

a

K
G

a

R
b

C
s

F
r

H
g

8
0

2
0

4
.3

8

T
l

8
1

2
0

7
.2

P
b

8
2

2
0

8
.9

8

B
i

8
3

(2
0

9
)

P
o

8
4

(2
1

0
)

A
t

8
5

1
1

4
.8

2

In

4
9

1
1

8
.7

1

S
n

5
0

1
2

1
.7

6

S
b

5
1

1
2

7
.6

0

T
e

5
2

H
H

e

N
e

N

A
r

C
l

F
O

K
r

X
e

R
n

B
r

IA

II
A

II
IB

IV
B

V
B

V
IB

V
II

B
IB

II
B

IV
A

V
A

V
IA

V
II

A

V
II

IB

V
II

IA
1

5
4

2

3

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

6
7

8
9

1
0

11
1
2

II
IA

1
7

4
.9

7

L
u

7
1

1
4

0
.1

2

C
e

5
8

2
3

2
.0

4

T
h

9
0

2
3

1
.0

4

P
a

9
1

2
3

8
.0

3

U

9
2

1
4

0
.9

1

P
r

5
9

1
4

4
.2

4

N
d

6
0

(2
6

2
)

L
r

1
0
3

(1
4

5
)

P
m

6
1

(2
3

7
)

N
p

9
3

(2
4

4
)

P
u

9
4

(2
4

3
)

A
m

9
5

(2
4

7
)

C
m

9
6

(2
4

7
)

B
k

9
7

(2
5

1
)

C
f

9
8

(2
5

2
)

E
s

9
9

(2
5

7
)

F
m

1
0
0

(2
5

8
)

M
d

1
0
1

(2
5

9
)

N
o

1
0
2

1
5

0
.3

6

S
m

6
2

1
5

1
.9

6

E
u

6
3

1
5

7
.2

5

G
d

6
4

1
5

8
.9

3

T
b

6
5

1
6

2
.5

0

D
y

6
6

1
6

4
.9

3

H
o

6
7

1
6

7
.2

6

E
r

6
8

1
6

8
.9

3

T
m

6
9

1
7

3
.0

4

Y
b

7
0

(2
6

4
)

B
h

1
0
7

(2
6

1
)

R
f

1
0
4

(2
6

2
)

D
b

1
0
5

(2
6

6
)

S
g

1
0
6

(2
7

7
)

H
s

1
0
8

(2
6

8
)

M
t

1
0
9

C
o
p
y
ri
g
h
t

E
n
iG

. 
(e

n
i@

k
tf
-s

p
lit

.h
r)

©
 1

9
9
8
-2

0
0
3

1
0

.8
1
1

B

51
3

(2
8

1
)

U
u

n

11
0

(2
7

2
)

U
u

u

11
1

(2
8

5
)

U
u

b

11
2

(2
8

9
)

U
u

q

11
4

N
e

G
a

F
e

T
c

1 2 3 4 5 6 7

1
1

6

2
1

7

1
8

H
Y

D
R

O
G

E
N

H
E

L
IU

M

N
E

O
N

N
IT

R
O

G
E

N

A
R

G
O

N
C

H
L

O
R

IN
E

F
L

U
O

R
IN

E
O

X
Y

G
E

N

K
R

Y
P

T
O

N

X
E

N
O

N

R
A

D
O

N

C
A

R
B

O
N

B
O

R
O

N

A
L

U
M

IN
IU

M
S

IL
IC

O
N

P
H

O
S

P
H

O
R

U
S

S
U

L
P

H
U

R

L
IT

H
IU

M
B

E
R

Y
L

L
IU

M

S
O

D
IU

M
M

A
G

N
E

S
IU

M

P
O

T
A

S
S

IU
M

C
A

L
C

IU
M

S
C

A
N

D
IU

M
T

IT
A

N
IU

M
V

A
N

A
D

IU
M

C
H

R
O

M
IU

M
M

A
N

G
A

N
E

S
E

C
O

B
A

L
T

N
IC

K
E

L
C

O
P

P
E

R
Z

IN
C

G
A

L
L

IU
M

G
E

R
M

A
N

IU
M

A
R

S
E

N
IC

S
E

L
E

N
IU

M
B

R
O

M
IN

E

R
U

B
ID

IU
M

S
T

R
O

N
T

IU
M

Y
T

T
R

IU
M

Z
IR

C
O

N
IU

M
N

IO
B

IU
M

M
O

LY
B

D
E

N
U

M

C
A

E
S

IU
M

B
A

R
IU

M

L
A

N
T

H
A

N
U

M

H
A

F
N

IU
M

T
A

N
T
A

L
U

M
T

U
N

G
S

T
E

N

F
R

A
N

C
IU

M
R

A
D

IU
M

A
C

T
IN

IU
M

T
E

C
H

N
E

T
IU

M
IO

D
IN

E
R

U
T

H
E

N
IU

M
R

H
O

D
IU

M
P

A
L

L
A

D
IU

M
S

IL
V

E
R

C
A

D
M

IU
M

R
H

E
N

IU
M

O
S

M
IU

M
IR

ID
IU

M
P

L
A

T
IN

U
M

G
O

L
D

T
H

A
L

L
IU

M
L

E
A

D
B

IS
M

U
T

H
P

O
L

O
N

IU
M

A
S

T
A

T
IN

E

IN
D

IU
M

T
IN

A
N

T
IM

O
N

Y
T

E
L

L
U

R
IU

M

PERIOD

G
R

O
U

P

IR
O

N

M
E

R
C

U
R

Y

L
A

N
T

H
A

N
ID

E

A
C

T
IN

ID
E

L
U

T
E

T
IU

M
C

E
R

IU
M

T
H

O
R

IU
M

P
R

O
TA

C
T

IN
IU

M
U

R
A

N
IU

M

P
R

A
S

E
O

D
Y

M
IU

M
N

E
O

D
Y

M
IU

M

L
A

W
R

E
N

C
IU

M

P
R

O
M

E
T

H
IU

M

N
E

P
T

U
N

IU
M

P
L

U
T

O
N

IU
M

A
M

E
R

IC
IU

M
C

U
R

IU
M

B
E

R
K

E
L

IU
M

C
A

L
IF

O
R

N
IU

M
E

IN
S

T
E

IN
IU

M
F

E
R

M
IU

M
M

E
N

D
E

L
E

V
IU

M
N

O
B

E
L

IU
M

S
A

M
A

R
IU

M
E

U
R

O
P

IU
M

G
A

D
O

L
IN

IU
M

T
E

R
B

IU
M

D
Y

S
P

R
O

S
IU

M
H

O
L

M
IU

M
E

R
B

IU
M

T
H

U
L

IU
M

Y
T

T
E

R
B

IU
M

B
O

H
R

IU
M

R
U

TH
E

R
FO

R
D

IU
M

D
U

B
N

IU
M

S
E

A
B

O
R

G
IU

M
H

A
S

S
IU

M
M

E
IT

N
E

R
IU

M

h
tt

p
:/

/w
w

w
.k

tf
-s

p
li

t.
h
r/

p
er

io
d

n
i/

en
/

L
a
n

th
a
n

id
e

A
ct

in
id

e

P
E

R
IO

D
IC

 T
A

B
L

E
 O

F
 T

H
E

 E
L

E
M

E
N

T
S

B
O

R
O

N

A
T

O
M

IC
 N

U
M

B
E

R

E
L

E
M

E
N

T
N

A
M

E

S
Y

M
B

O
L

(1
) 

 P
u

re
A

p
p

l.
 C

h
e

m
.,

, 
N

o
. 

4
, 

6
6

7
-6

8
3

 (
2

0
0

1
)

7
3

E
d
it
o
r:

A
d
it
y
a
 V

a
rd

h
a
n
 (

a
d
iv

a
r@

n
e
tt
lin

x
.c

o
m

)

R
e
la

ti
v
e

a
to

m
ic

m
a
s
s

is
s
h
o
w

n
w

it
h

fi
v
e

s
ig

n
if
ic

a
n
tf

ig
u
re

s
.F

o
r
e
le

m
e
n
ts

h
a
v
e

n
o

s
ta

b
le

n
u
c
lid

e
s
,

th
e

v
a
lu

e
e
n
c
lo

s
e
d

in
b
ra

c
k
e
ts

in
d
ic

a
te

s
th

e
m

a
s
s

n
u
m

b
e
r

o
f
th

e
lo

n
g
e
s
t-

liv
e
d

is
o
to

p
e

o
ft

h
e

e
le

m
e
n
t.

H
o
w

e
v
e
r

th
re

e
s
u
c
h

e
le

m
e
n
ts

(T
h
,

P
a
,

a
n
d

U
)

d
o

h
a
v
e

a
c
h
a
ra

c
te

ri
s
ti
c

te
rr

e
s
tr

ia
l

is
o
to

p
ic

c
o
m

p
o
s
it
io

n
,
a
n
d

fo
r

th
e
s
e

a
n

a
to

m
ic

w
e
ig

h
t
is

ta
b
u
la

te
d
.

M
e

ta
l

A
lk

a
li 

m
e

ta
l

A
lk

a
lin

e
 e

a
rt

h
 m

e
ta

l

T
ra

n
s
it
io

n
 m

e
ta

ls

L
a

n
th

a
n

id
e

A
c
ti
n

id
e

C
h

a
lc

o
g

e
n

s
 e

le
m

e
n

t

H
a

lo
g

e
n

s
 e

le
m

e
n

t

N
o

b
le

 g
a

s

S
e

m
im

e
ta

l
N

o
n

m
e

ta
l

- 
g

a
s

- 
liq

u
id

- 
s
o

lid

- 
s
y
n

th
e

ti
c

S
T
A

N
D

A
R

D
 S

T
A

T
E

(2
5

 °
C

; 
1

0
1

 k
P

a
)

U
N

U
N

N
IL

IU
M

U
N

U
N

U
N

IU
M

U
N

U
N

Q
U

A
D

IU
M

U
N

U
N

B
IU

M

R
E

L
A

T
IV

E
A

T
O

M
IC

 M
A

S
S

 (
1
)

G
R

O
U

P
C

A
S

G
R

O
U

P
IU

P
A

C


